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1 
98 Zur Deutung 
der magnetischen Protonenresonanzabsorption 
37 an geordneten kristallin-flüssigen Präparaten 
Von K.-H. Weber a 
Inhaltsübersicht 
Auf der Grundlage der van Vleckschen Theorie kann für die in den 
Molekülen der Azoxyphenol-di-p-n-alkyläther enthaltenen Protonen unter 
82 Berücksichtigung der für die kristallin-flüssigen Phasen vom nematischen 
Typ (pl-Phasen) charakteristischen Schwankungserscheinungen das mittlere 
3 2. Moment AH? der Kernresonanzabsorptionslinien berechnet werden. Unter 
. der Voraussetzung, daß die Rotation der Moleküle um ihre Längsachsen nicht 
105 oder nur wenig behindert ist und daß die Substanzen im Magnetfeld homogen 
orientiert sind, läßt sich AA? als Produkt aus einem nur von der Struktur und 
den inneren Bewegungsfreiheitsgraden der Moleküle abhängigen Faktor u 
und dem Quadrat des molekularen Ordnungsgrades S darstellen, dessen 
her Temperaturabhängigkeit mit Hilfe der Theorie der kooperativen Erschei- 
des nungen berechnet werden kann. Sowohl aus dem Vergleich der experimentell 
ng, bestimmten temperaturunabhängigen Anteile « mit den für verschiedene 
ler- Molekülmodelle theoretisch berechneten u-Werten als auch aus der Analyse 
ige des innerhalb der untersuchten homologen Reihe beobachteten alternierenden 


Verhaltens der Linienformen erhält man verschiedene Schlußfolgerungen 
über die Struktur und die innere Beweglichkeit der Alkoxyketten der unter- 
suchten Moleküle. 


ind In einer vorangegangenen Arbeit!) wurde tiber Untersuchungen der magneti- 
schen Protonenresonanzabsorption berichtet, die an magnetisch geordneten 
kristallin-flüssigen Präparaten der Verbindungen der homologen Reihe der 


Azoxyphenol-di-p-n-alkyläther 

en. : 
ge- durchgeführt wurden. Wir hatten dabei die folgenden Ergebnisse erhalten: 


1) H. Lippmann u. K.-H. Weber, Ann. Physik (6), 20, 265 (1957). 


Ann. Physik. 7. Folge, Bd. 3 


| | 
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1. Die Linienbreite und das mittlere 2. Moment AH? der Linienform g(H), 
welches definiert ist durch 


(AH? exp. = g (H) (H — H,)? dH 9(H) dH (1) 
0 0 


(H, = 7750 Gauß, Resonanzfeld), nehmen mit wachsender Temperatur zu- 
nächst allmählich, bei Annäherung an den Klärpunkt (Umwandlungspunkt 
kristallin-flüssig — isotrop flüssig) immer stärker ab. 


2. Wie Abb. 1 zeigt, wird in Abhängigkeit von der Zahl n der in einer 
Alkoxykette (—O—C,H,,,,,) enthaltenen C-Atome ein ausgeprägtes Alter- 
nieren der Breite der Mittelkomponente beobachtet; während Verbindungen 
mit ungeradem n eine relativ 

schmale und daher deutlich 
aufgeléste Mittelkomponente 
bei H = H, liefern, wird letz- 
tere bei den geraden Verbin- 
dungen infolge ihrer größeren 
Breite nicht mehr ‘(z. B. bei 

Ber n = 4) oder nur andeutungs- 

weise (bei n = 2) aufgelöst. 
ng Ausgehend von einer theo- 

retischen Berechnung der 

kernmagnetischen Dipolwech- 


¢ selwirkungen zwischen den in 
a . Resonanz befindlichen Pro- 
tonen unter Berücksichtigung 


| 2 0 He 2 0 2 “mi der möglichen Bewegungs- 
AH = H — H, für die Verbindungen der homologen Fr ; 
Reihe der Azoxyphenol-di-p-n-alkylather. n = An- 

zahl der C-Atome in einer Alkoxykette \ gungsireiheltsgrade 
einzelner atomarer Gruppen 


wird in der vorliegenden Arbeit versucht, die beobachtete Temperaturab- 
hängigkeit der 2. Momente und das alternierende Verhalten der Linienformen 
quantitativ zu erklären. 


Eine einwandfreie Zuordnung einzelner Linienkomponenten zu bestimmten 
Protonengruppen ist nur für das pp’-Azoxyanisol (n = 1) möglich. Sowohl 
die von Jain, Lee und Spence?) am deuterierten Azoxyanisol (Methyl- 
protonen durch Deuterium ersetzt) erhaltene Absorptionslinie als auch die 
von Lippmann*) am normalen Azoxyanisol durchgeführte Linienform- 
analyse beweisen, daß in diesem Falle das zur Linienmitte (H = H,) symme- 
trisch gelegene Liniendublett im wesentlichen von den Benzolprotonen her- 
rührt, während die schmale zentrale Komponente den Protonen der Methyl- 
gruppen zugeordnet werden muß. Da die Beiträge der magnetischen Dipol- 
wechselwirkungen je zweier Protonen zum 2. Moment mit r%® abnehmen‘), 
wobeirden Protonenabstand bedeutet, ist es beim Azoxyanisol-Molekül erlaubt , 


2) P.L. Jain, J.C. Lee u. R.D. Spence, J. chem. Physics 28, 878 (1955). 
3) H. Lippmann, Ann. Physik (7) 2, 287 (1958). Bas =) 
‘) J. H. van Vleck, Physic. Rev. 74, 1168 (1948). 
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die Protonen in guter Näherung zu sehr einfachen elementaren Wechsel- 
wirkungszellen zusammenzufassen, indem die vier Benzolprotonen zwei 
isolierte 2-Spinsysteme darstellen, die nach Pake5) theoretisch zu einem 
Liniendublett Veranlassung geben, während die Methylprotonen als 3-Spin- 


| systeme nach Andrew und Bersohn®) eine Mittelkomponente liefern unter 


der Voraussetzung, daß die Methylgruppen um ihre C,-Symmetrieachsen 
drehbar sind, was bei den hier vorliegenden relativ hohen Temperaturen von 
etwa 400° K sehr wahrscheinlich ist. Bei den höheren Homologen jedoch ist 
die Zusammenfassung der Protonen zu isolierten 2-Spin- bzw. 3-Spinsystemen 
eine schlechte Näherung. Dies ist ein wesentlicher Grund dafür, daß das in?) 
verwendete Verfahren der Linienformanalyse nicht brauchbar ist. Während 
im Falle des pp’-Azoxyphenetols (n — 2) das wahrscheinlich den Methylen- 
protonen zuzuordnende innere Dublett wenigstens andeutungsweise noch auf- 


gelöst wird, verursacht die starke kernmagnetische Dipolwechselwirkung 
zwischen den Protonen benachbarter CH, -Gruppen bei den höheren Homologen 
ein mit wachsender Zahl der CH, „Cruppen immer breiter werdendes Zusatz- 
dublett, das infolge der Oberlegurene mit der ursprünglich für n= 1 beob- 
achteten Triplettstruktur schließlich die Auflösung in einzelne Linienkom- 
ponenten verhindert. Daher besitzt die Linienform z.B. des Butyläthers 
(n = 4) einen nur sehr geringen Informationsgehalt, und der einzige meßbare 
und physikalisch zu interpretierende Parameter ist das 2. Moment. 


I. Allgemeine Berechnung der 2. Momente 
Nach van Vleck‘) gilt für das starre Kristallgitter: ie 
theor. = & (3 cos? O;, — 1)? riz. 
j>k 
i... 
Dabei bedeuten: 4 — 895,2 Gauß? A® für Protonen, 


2 I 
— + Kernspinquantenzahl des Protons, u, magnetisches Moment des 
Protons, N Anzahl der in Resonanz befindlichen Kernspins (Protonen) in 


verbindungsvektor der Protonen j und k und der Richtung des Magnet 
feldes H, r,, Abstand der Protonen j und k. 


Gutowsky und Pake’) haben die für das starre Gitter gültige Beziehung(2) 
auf den Fall erweitert, daß der Verbindungsvektor r zweier Protonen um eine 
oder mehrere Achsen rotiert, so daß der Winkel ©,, zeitabhängig wird. Nach?) 
gilt dann, daß eine derartige Bewegung das 2. Moment verkleinert, wenn die 


einer elementaren Wechselwirkungszelle, ©,, Winkel zwischen dem Fu 


Korrelationsfrequenz v, = (t. Korrelationszeit), die ein Maß für die 


5)G.E.Pake, J. chem. Physics 16, 327 (1948). 

‘) E. R. Andrew u. R. Bersohn, J. chem. Physics 18, 159 (1950). 

7) In (2) tritt noch ein zweiter Term auf, der die Wechselwirkungen zwischen den 
in Resonanz befindlichen Protonenspins und den nicht in Resonanz befindlichen Kern- 
oder Elektronenspins berücksichtigt. Dieser Term liefert für die untersuchten Moleküle 
einen Beitrag von höchstens 1%, zum 2. Moment und kann, da letzteres nur auf 5— 10%, 
genau meßbar ist!), vernachlässigt werden. ’ 


8) H. S. Gutowsky u. G. E. Pake, J. chem. Physics 18, 162 (1950). ze 
°») N. E.M. Purcell u. R.V. Pound, Physic. Rev. 78, 679 (1948). 
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Geschwindigkeit der betrachteten Umorientierung darstellt, der Bedingung ge- 
nügt 
v.> dv, (3) 


wobei dy die auf einer Frequenzskala gemessene Linienbreite des starren 
Gitters ist. Die für kristalline Festkörper sich ergebenden Linienbreiten 
liegen größenordnungsmäßig bei 10%... 105 sec”!. Da die Umorientierungs- 
frequenzen für Molekülrotationen oder Drehungen einzelner Gruppen für nicht 
zu tiefe Temperaturen wesentlich höhere Werte besitzen, darf (3) für die in 
kristallinen Flüssigkeiten in Betracht kommenden Bewegungen als erfüllt 
angesehen werden. Nach?) ist der Einfluß einer Umorientierung auf das 2. Mo- 
ment dadurch zu berücksichtigen, daß der in (2) auftretende Winkelfaktor 
(3 cos? @,,— 1) durch den Mittelwert über die betreffende Bewegung er- 
setzt wird: 


= 7 (3c0s*O,,— 1) (4) 
wenn 1;, bei der Bewegung konstant bleibt, und cr 
TUL. 
ji>k 


wenn 7;, Sich ändert. 

In®) ist ferner gezeigt worden (vgl. hierzu auch?)), daß zwischen den 
folgenden Umorientierungsmechanismen kein Unterschied in der Größe von 
AH? besteht unter der Voraussetzung, daß die Bedingung (3) erfüllt ist und 
daß die Rotationsachse eine Achse 3-, 4- oder 6zähliger Symmetrie ist"): 


a) klassische Rotation mit kontinuierlicher Winkelgeschwindigkeit, 


b) nichtkontinuierliche Umorientierungen während kleiner Zeitinter- 
valle, wobei die Kerne in der übrigen Zeit in festen Lagen verharren; jedoch 
muß die mittlere Zahl von Umorientierungen pro Sekunde der Bedingung (3) 
genügen, und 


c) quantenmechanischer Tunneleffekt über vorgegebene Potential- 
schwellen. 

Wenn wir daher im folgenden von einer ‚Rotation‘ oder einer ,,Um- 
orientierung‘‘ sprechen und die in (4) oder (5) auftretenden Mittelwerte der 
Einfachheit halber für eine klassische Rotation berechnen, dann ist hierunter 
stets eine der Bedingung (3) genügende Umorientierung nach einem der oben 
genannten Mechanismen zu verstehen. 

Rotiert ein in seiner Länge konstanter Protonenverbindungsvektor tz; 
gleichzeitig um mehrere Achsen (s. Abb. 2), indem r unter einem Winkel 0, 
um die Achse 1, diese unter einem Winkel ©, um die Achse 2 usw. rotiert, 
und bildet schließlich die ». Achse mit dem Magnetfeld H den Winkel 0 , 
dann gilt für den in (4) benötigten Mittelwert nach Powles und Gutowsky?%) 


10) E. R. Andrew, J. chem. Physics 18, 607 (1950). 

11) Unseres Wissens wurde der quantenmechanische Beweis für die Äquivalenz der 
oben angeführten Umorientierungsmechanismen bisher nur für solche Bewegungen er: 
bracht, bei denen die Länge des Vektors r konstant bleibt. bite 

12) J.G. Powles u. H. S. Gutowsky, J. chem. Physics 21, 1704 (1953). 
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5 
unter der Voraussetzung, daß alle Bewegungen inkohärent sind: ee. 7. 


(30029 — 1) = (6) 
(F cos? 9, — + cos? 0, — 5)" cos? — 3) (3 cos? O™ — 1). 


2 
eine Umorientierung den Wert von AH? reduzieren. Der Verlauf des Reduk- 


2 
Für ©, + 0,n,2r... ist 6 cos? 9, — 5) < 1, im allgemeinen wird daher 


tionsfaktors (5 cos? ist in Abb. 3 dargestellt. 


PL 
| 
Abb. 2. Zu Formel (6). Die Ab- 
bildung ist räumlich zu denken, n gerade N ungerade ; 
indem jede Achse um die folgende 
sich auf einem Kegelmantel be- Abb. 3. Reduktionsfaktor (5 = cos? & — 3) 
wegt 


Die Summe in (2), (4) oder (5) ist über sämtliche Protonen der Substanz 
zu erstrecken. Infolge der r*#-Abhängigkeit genügt es jedoch, nur die nächsten, 
eventuell noch die übernächsten Nachbarn zu berücksichtigen. In diesem 
Sinne sind, wie Abb. 4 zeigt, die Protonen der beiden Molekülhälften genügend 


: 


Abb. 4. a) Ebenes Kerngerüst des Azoxyphenol-di-p-n-heptyläthers. Die Verbindungs- 
vektoren der CH,-Protonen j—j’ stehen senkrecht zur Zeichenebene. b) CH,-Gruppe, in 
die Zeichenebene gedreht 


weit voneinander entfernt, und es ist erlaubt, eine einzelne Molekülhälfte als 
elementare Wechselwirkungszelle zu betrachten; daher ist in (2) 


N=2n+5 
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zu setzen. Allerdings werden dabei die Wechselwirkungen zwischen den 
Protonen verschiedener benachbarter Moleküle vernachlässigt. Das ist er- 
laubt, wenn man voraussetzt, daß entweder die Moleküle um ihre Längs- 
achsen rotieren oder daß die Rotation der beiden Molekülhälften um die 
N—C,r-Bindungen angeregt ist. Eine Abschätzung der intermolekularen 
Beiträge zum 2. Moment?) zeigt, daß diese unter der genannten Voraus- 
setzung in der Tat vernachlässigbar klein sind. Die Tatsache, daß im kristallin- 
flüssigen Zustand, besonders für das pp’-Azoxyanisol eine ausgeprägte Linien- 
struktur beobachtet wird, kann man geradezu als Beweis für die Existenz 
einer derartigen, die intermolekularen kernmagnetischen Wechselwirkungen 
stark reduzierenden Molekülrotation ansehen. Tatsächlich wird ja im festen 
Azoxyanisol-Kristall ebenso wie in den Kristallen der höheren Homologen 
offensichtlich infolge der Behinderung dieser Rotation eine wesentlich brei- 
tere, praktisch strukturlose Linie beobachtet!). 

Die für die kristallin-flüssigen Phasen vom nematischen Typ charakteri- 
stischen Schwankungserscheinungen können bei der Berechnung des Mittel- 
wertes (3 cos? O — 1) folgendermaßen berücksichtigt werden. 

Als Folge der intermolekularen Wechselwirkungskräfte, bei denen es sich 
wahrscheinlich vorwiegend um Dispersionskräfte handelt, deren Wirkung 
durch den Packungseffekt unterstützt wird!4), kommt es zu einer Parallel- 
orientierung der Moleküllängsachsen. Wir wollen 
annehmen, daß diese durch zwischenmolekulare 
Wechselwirkungen bedingte Parallelorientierung 
sich zunächst nur über kleine Volumbereiche B 
erstreckt. Innerhalb eines solchen Bereiches exi- 
stiert dann eine mittlere Vorzugsorientierung @, 
um die die Moleküllängsachsen infolge der Tem- 
peraturbewegung Winkelschwankungen ausfüh- 
ren. Der momentane Schwankungswinkel sei ® 
(vgl. Abb. 5); es werde vorausgesetzt, daß die 
Frequenz dieser Schwankungen groß ist im Sinne 
der Bedingung (3). Infolge der diamagnetischen 
/ Anisotropie der von uns untersuchten Substanzen 


/ / 


Abb. 5. „Momentaufnahme“ 
der 'Molekülanordnung im 
Innern eines Bereiches B, 
über den sich die durch inter- 
molekulare Wechselwirkungs- 
kräfte verursachte Parallel- 
orientierung der Moleküle 
erstreckt. L Richtung der 
Moleküllängsachse, @ Rich- 
tung der mittleren Vorzugs- 
orientierung im Bereich B, 
H Richtung des Magnetfeldes 


übt ein von außen angelegtes Magnetfeld H auf 
die einzelnen Bereiche ein dem Bereichvolumen 
proportionales Drehmoment aus. Diese durch 
das Magnetfeld hervorgerufene Orientierung, die 
wir zum Unterschied zu der durch intermole- 
kulare Wechselwirkungen verursachten ,,Mikro- 
orientierung‘‘ als ‚‚Makroorientierung‘‘ bezeich- 
nen wollen, wird ebenfalls durch die Tempe- 
raturbewegung gestört. Daher führen die einzel- 
nen Bereichachsen G um die Richtung des 
Feldes H Winkelschwankungen aus; aber die 


Frequenzen dieser Schwankungen werden um so kleiner sein, je größer die 
Bereichvolumina sind. Die Analyse dieses von Mauguin!®) entdeckten, von 


3) Eine diesbezügliche Veröffentlichung ist in Vorbereitung. 
14) W. Maier u. A. Saupe, Z. Naturforschg. 12a, 668 (1957). 


35) M.Ch. Mauguin, ©. R. Acad. Sci. Paris 154, 1359 (1912). 
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Tropper?!*) quantitativ untersuchten und von Fürth und Sitte!”) im Sinne 
der Schwarmtheorie interpretierten Funkelphänomens führt zu Umorien- 
tierungsfrequenzen, die einen Wert von der Größenordnung 10 sec”! haben, 
der viel zu niedrig ist, um die Bedingung (3) zu erfüllen. Es ist daher erlaubt, 
eine stationäre Verteilung der Bereichachsen @ im Feld H vorauszusetzen 
mit der Verteilungsfunktion 


f(9,) = exp (ec cos? Op) (8) 
ce=v-Au- H?2/8akT (9) 


(9, Winkel zwischen der Vorzugsorientierung @ eines Bereiches und der Rich- 
abilitäten parallel und senkrecht zum Magnetfeld, k Boltzmannkonstante, 
T absolute Temperatur). Setzen wir nun vor- m 
und daß die beiden Molekülhälften um die 

N—C,,;-Bindungen rotieren®), die nach Abb. 4 

bindungslinie der Para-Substituenten der Ben- ~~. 
zolkerne) zusammenfallen, und ersetzen wir 


tung des Magnetfeldes H, v Volumen eines Bereiches, Au Differenz der Perme- 

aus, daß die Moleküle um ihre Längsachsen L @ : sun 
ify 

mit der Para-Achse P (Richtung der Ver- x, io 

die Winkelschwankungen (< #) der Molekiil- 


längsachsen durch zwei gegensinnige Rotationen, ae 

dann haben wir für ein zunächst als in sich starr Mr a 

angenommenes Molekiilmodell die in Abb. 6 ~ BY me: 


dargestellte Situation: Der Paarverbindungs- 1(10) 
vektor r zweier Protonen rotiert um P(< y), Abb. 6. Zur Forme tC) P 
P rotiert um L(x @), um @ (< 9), und @ PQL LQG" 
bildet mit der Richtung des Feldes H den Winkel 0). Nach (6) gilt dann 


3 cos? O—1= 


(5 cos? y -5) (5 cos? ® -5) (3 cos? -3) (3c0?9,=1). (10) 
Gehen wir nun zu einem Modell mit inneren Bewegungsfreiheitsgraden 
über, dann kann der Satz (6) auf das System der Para-Achse P angewendet 


und in diesem System der Mittelwert (3 cos? y — a) über die betreffende Be- 
wegung berechnet werden. Es ist dann (10) durch die allgemeinere Beziehung 


30:9 —1 = 


cos? y — ) (5 cos? @ — 5) (> cos? — 3) (3 cos?@,—1) (11) 


16) K. Tropper, Ann. Physik (5), 30, 371 (1937). 

1”) R. Fürth u. K. Sitte, Ann. Physik (5) 30, 388 (1937). 

18) Die Ergebnisse der folgenden Rechnungen ändern sich nur wenig, wenn die Ro- 
tation der Molekülhälften.um die N—C,,-Bindungen nicht angeregt ist, solange der 
Winkel ® zwischen der Moleküllängs- und der Para-Achse genügend klein ist. 

*) Diese auch im folgenden verwendete Schreibweise bedeutet: r rotiert um P, 
P um L, Lum@. 


= 
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zu ersetzen. Da im Innern irgendeines Bereiches B zu einer bestimmten Zeit 
für die Richtungen der einzelnen Moleküllängsachsen eine bestimmte Ver- 


teilung existiert, ist in (11) der Faktor (> cos? d -5) durch den Mittelwert 


B 


=> cost — (12) 


a ersetzen, der als „Mikroordnungsgrad im Bereich B‘ bezeichnet werden 
möge. In analoger Weise tritt infolge der quasistationären Verteilung (8) 
der Vorzugsrichtungen der einzelnen Bereiche an die Stelle des beim Ein- 


setzen von (11) in (4) auftretenden Winkelfaktors (+ cos? ©, -3) der Mittel- 


wert 


(3 ©, — 1)? f(9,) sin ©, dO, 
M (c) = (3 cos® Oy — 1)? =" » 
J £(@,) sin ©, 40, 


der sinngemäß als magnetischer oder als Makroordnungsgrad bezeichnet 
werden kann. Aus (11), (12), (13) und (4) erhält man: 


A (4H) theor. = Mi S? M (14) 

rie > | 

‘ 3 2 1\2 a (3 


II. Erklärung der Temperaturabhängigkeit der 2. Momente 

1. Bei der Ableitung von (14) war vorausgesetzt worden, daß alle Rota- 
tionen oder Winkelschwankungen mit Ausnahme der ©,-Schwankungen 
(vgl. Abb. 5) rasch erfolgen im 


Me) Sinne der Bedingung (3). Es 
be wäre nun prinzipiell denkbar, 
a) > daB diese Voraussetzung beim 


Erniedrigen der Temperatur 
innerhalb des Temperatur- 
bereiches des kristallin-flüssi- 

gen Zustandes verletzt wird, 


indem dabei einzelne inner- 
molekulare Rotationsfreiheits- 


104 grade einfrieren. Die Tempe- 
4 06+10 a raturabhängigkeit des 2. Mo- 
9 m 0 TP aktivierte Geschwindigkeits- 


Abb. 7. Punkte: MeBwerte des 2. Moments 4H? prozesse besitzt jedoch, wie 
für pp’-Azoxyanisol, Kurve a: Mit Hilfe der Powles und Gutowsky”) 
Theorie der kooperativen Erscheinungen berechnete gezeigt haben, einen anderen 
theoretische AH®?(T)-Abhängigkeit, Kurve 5: Durch Verlauf (Kurve 5 in Abb. 7) 
Einfrieren innermolekularer Bewegungen verur- 

sachte Temperaturabhängigkeit des 2. Moments 2) J. G. Powles u. H. S. 
nach Powles und Gutowsky"™), Kurve c: Makro- Gutowsky, J. chem. Physic 28, 

ordnungsgrad M als Funktion von 1/c 1692 (1955). 
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als die in kristallinen Flüssigkeiten beobachtete (Kurve a). Ferner wurde von 
Maier und Englert”) durch infrarotspektroskopische Untersuchungen ge- 
zeigt, daß sich selbst beim Übergang kristallin-flüssig > isotrop flüssig an 
den innermolekularen Bewegungsfreiheitsgraden nichts ändert; es ist daher 
sehr unwahrscheinlich, daß innerhalb des Existenzgebietes der kristallin- 
flüssigen Phasen innermolekulare Rotationsfreiheitsgrade einfrieren bzw. 
auftauen. Wir werden daher die Größe u, als temperaturunabhängig voraus- 
setzen. 


2. Es ist zu prüfen, ob die beobachtete Temperaturabhängigkeit durch 
diejenige des Makroordnungsgrades M (c) erklärt werden kann. Aus (13) 


und (8) erhält man He 
(1-5) 
F (c) = exp (¢)/2 ¢ | exp (2?) dx. (17) 
e 
Fir 0<c a 4 ist J exp (2?) de tabuliert4), für c = 1 pr M (c) = 
4 16, , 16 
für ¢ > 4 gilt M =4(1-= 
15 
160) 


In Abb. 7 (Kurve c) ist M als Funktion von 1/c dargestellt. Für H = const 
ist 1/ce = T, und man sieht, daß die beobachtete Temperaturabhängigkeit 
nicht durch diejenige des Ordnungsgrades M (c) erklärt werden kann. Abb. 8 


zeigt M als Funktion von c und als Funktion von Ve. Für T = const ist nach (9) 


Vow H, die Funktion M (H) zeigt ein typisches Sättigungsverhalten, das 
durch die Beobachtung von Mic) 

Spence, Gutowsky u.Holm™) , 
bestätigt wird, wonach sich für 
Azoxyanisol im Feldstärkebereich 
4175 < H < 6365Gauß keine Feld- 
abhängigkeit der Kernresonanz- 
linie ergibt. Es ist ferner aus DK- 
Messungen®) bekannt, daß die 
DK-Anisotropie für Felder H > 
2000 Gauß nicht mehr mit dem 1 
Feld anwichst. Daraus ist der 


Schluß zu ziehen, daß bei der ? ‘ 5 3 0 R W 


von uns verwendeten Feldstärke Abb. 8. Makroordnungsgrad M als Funktion — 
H = 7750 GauB der Wert von c 
von ¢ und von Vc 


T 


20) W. Maier u. G. Englert, Z. physik. Chem. (N. F.) 12, 123 (1957). 
21) Jahnke-Emde, Tafeln höherer Funktionen, 4. Aufl., Leipzig 1948. 
2) R.D.Spenceu. LS. Gutowsky, C.H.Holm, J. chem. Physics 21, 1891 (1953). 
22) W. Maieru. G.Barth, H.E.Wiehl, Z. Elektrochem. u. angew. phys. Chem. 58, 
675 (1954). G. Meier, Diplomarbeit, Freiburg i i. Br. 1956. 
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bereits so groß ist, daß sich M (c) weder in Abhängigkeit von der Feldstärke 

noch in Abhängigkeit von der Temperatur wesentlich ändern kann. Für so 

hohe Feldstärken kann man daher niherungsweise 


M (c) = const = 4 er . 
setzen. 

3. Aus (14) folgt nun für u, = const und M (c) = const AH? (T) ~ 8?(T). 
Nach Zwetkoff™) kann die Funktion S (7) aus der Theorie der kooperativen 
Erscheinungen®) abgeleitet werden. In der Tat ist die in einem Bereich B 
vorliegende Situation ‚‚kooperativ‘, indem die potentielle Energie eines ein- 
zelnen Moleküls von der Anordnung sämtlicher Nachbarmoleküle abhängt, 
oder — mit anderen Worten — die potentielle Energie eines Moleküls hängt 
vom Schwankungswinkel d ab, den die lange Achse L dieses Moleküls mit. der 
mittleren Vorzugsorientierung @ bildet, die Richtung von @ ist aber selbst 
eine Funktion der momentanen Anordnung sämtlicher Moleküle desBereichesB. 

Die Zwetkoffsche Theorie, die in der ursprünglichen Form nur für kleine 
Schwankungswinkel # gilt, kann in einfacher Weise für beliebig große Werte 3 
erweitert werden) und liefert für $ (7) die implizite Funktion = 


fir. 


(7, absolute Temperatur des Klärpunkts). K(S) ist die Umkehrfunktion 
wobei F(K) genauso definiert ist wie F(c) [vgl (17)]. Die Funktion Tmax (8) 
kann aus (19) und (21) berechnet werden’), £ ist ein unabhängiger Parameter, 
den die Theorie nicht liefert. Aus (14) und (18) erhält man 


mit 


(AH*)theor. = u S? (T, Tia, B) 


mit 


2 
7 
und 


Yjk 
Hat man für irgendeine Substanz (AH?).,p. als Funktion von 7 gemessen, 
dann können die Parameter u und ß mit Hilfe eines Ausgleichsverfahrens so 
bestimmt werden, daß die Fehlerquadratsumme exp, — (AH? 
ein Minimum wird. Die auf diese Weise erhaltene ausgeglichene AH? (T)- 
*4) W. Zwetkoff, Acta physicochim. 16, 132 (1942). 


>) W.L. Bragg, E. J. Williams, Proc. physic. Soc. A 145, 699 (1934). me = 
6) K.-H. Weber, Disc. Faraday Soc. 1958 (in Druck). ay 
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Abhängigkeit ist am Beispiel des pp’-Azoxyanisols in Abb. 7 (Kurve a) ge- 
zeichnet; sie stellt den experimentell beobachteten Temperaturverlauf gut 
dar. Die mit Hilfe des Ausgleichsverfahrens für die untersuchten Substanzen 
erhaltenen Werte u und ß sind in Tab. 8 dargestellt?”). 


II. Numerische Berechnung der 2. Momente = = 


Den Rechnungen liegt das in Abb. 4 dargestellte Kerngeriist zugrunde: 
es wurde als ebenes, in sich starres Modell gezeichnet, wobei sich die Alkoxy- 
ketten bezüglich des Mittelteils des Moleküls in trans-Stellung befinden. Für 
die gegenseitige Lage der C-Atome in den Alkoxy-ketten haben wir ebenfalls 
trans-Stellung angenommen. Fiir den Valenz- 
winkel der C—C-Bindungen in den Ketten 


Tabelle 1 
und fiir denjenigen der C—H-Bindungen in | 


m Bindung Kern- 

den CH,- und CH,-Gruppen wurde der Tetra- meung | abstand [A] 
ederwinkel « = 109°28’ eingesetzt?*). Die ein- 
zelnen in Tab. 1 zusammengestellten Kern- Ce r—Car 1,40 

.. . Car—Har N 1,04 
abstände haben wir aus Tabellen entnom- oth. 1,54 we 
men ?°)29) und zum Teil aus den Paulingschen (,,—H,: 1.09 
Bindungsradien berechnet. Für den Sauerstoff- Hars—Hars 2,44 
valenzwinkel «’ bei 0, wurde der von Lipp- Her Bei 1,08 
mann®*) aus dem 2. Moment der CH,-Gruppe oc) 1,43 


am pp’-Azoxyanisol ermittelte Wert a’ = 
118,5° eingesetzt. Allerdings ist es möglich, daß dieser Winkel bei den höheren 
Homologen sich etwas ändern kann. 

Wir haben die 2. Momente für die folgenden Molekülmodelle berechnet, 
die sich in den Bewegungsfreiheitsgraden einzelner Gruppen unterscheiden. 


A: Ein vollkommen starres Modell mit ebenen, in sich starren Alkoxy- 
ketten, starrer, auf Lücke stehender CH,-Gruppe, wie in Abb. 4 gezeichnet. 


B: Dasselbe Modell wie bei A, aber mit dem Unterschied, daß die CH,- 
Gruppen um ihre C,-Symmetrieachsen (Achse C,—C, in Abb. 4) rasche Rota- 
tionen ausführen. 


C: Dasselbe Modell wie B, jedoch mit dem Unterschied, daß die Alkoxy- 
ketten um die O,—C,,-Bindungen rotieren. 


D: Dieses Modell unterscheidet sich von C durch die zusätzliche Rotation 
der C,-Achsen der Methylgruppen um die vorhergehende C—C-Bindung 
(Bindung C,—C, in Abb. 4). 


E: Modell einer frei drehbaren Valenzwinkelkette, wobei innerhalb der 
Alkoxyketten die Rotationen um sämtliche Bindungen angeregt sind, d.h. 
Bindung C,—C, rotiert um Bindung C;—C,, diese um C,—C, usw., und schließ- 
lich möge O,—C, um die Bindung O,—C,, rotieren. 


27) Bezüglich der auf diese Weise in Abhängigkeit von der Temperatur ermittelten 
S-Werte und bezüglich weiterer Folgerungen aus der Theorie der kooperativen Erschei- 
nungen sei auf?*) verwiesen. 

78) H. A. Stuart, Die Struktur des freien Moleküls, Springer 1952. 

29) Landolt-Börnstein, Zahlenwerte und Funktionen I, 2, Molekeln I, 6. Aufl., 
Springer 1951. 

3%) H. Lippmann, Dissertation, Leipzig 1957. 
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Alle Rotationen mögen nach einem der unter la —c genannten Mechanis- 
men geniigend rasch im Sinne der Bedingung (3) erfolgen. 

Um die Rechnungen für alle Homologen gemeinsam durchführen zu 
können, ist es zweckmäßig, die Größen 


« 
25 


zu berechnen. Ferner spalten wir die Summe in (23), die über die Protonen 
NEE zu erstrecken ist, in fünf Terme auf: 


Bei den einzelnen Termen werden die folgenden Wechselwirkungen berück- 
sichtigt: 


(27) 


j=1: Wechselwirkungen zwischen den Benzolprotonen, 

j = 2: Wechselwirkungen zwischen den CH,-Protonen, und zwar die- 
jenigen zwischen den Protonen einer CH,-Gruppe und zwischen den Protonen 
der nächsten und der übernächsten Gruppe, 

j= 3: Wechselwirkungen zwischen den drei Methylprotonen, 

j= 4: Wechselwirkungen zwischen den Benzolprotonen 6, 8 und den 
CH,-Protonen1,1’, 

7 = 5: Wechselwirkungen zwischen den CH,-Protonen und den Protonen 
der nächsten und übernächsten CH,-Gruppe. 

Die in dieser Zusammenstellung nicht angeführten und bei den folgenden 
Rechnungen vernachlässigten Wechselwirkungen liefern zum 2. Moment einen 
Beitrag, der mit Sicherheit <5% ist. 

Für alle Modelle gilt nach (23) und (26) (vgl. Abb.4) ss 

(+ cos* — 3)» (27*) 


Tik 


mit 


wobei y,, der Winkel zwischen r,, und der P-Achse ist. Aus den in Tab. 1 
angegebenen Kernabständen und aus der ebenen 6-Eck-Geometrie des Benzol- 
kerns berechnet man 


= 4,23 A, rug = 4,88 A, sowie 

Damit wird Kersh 

(=) 1 (8 


Aus der GréBe von alt) = = 0,0092 und 5 1 (rear) = = 0,00024 er- 


sieht man, daß die 4 Benzolprotonen in der Tat mit sehr guter Näherung zu 
den beiden 2-Spinsystemen 5—6 bzw. 7—8 zusammengefaßt werden können. 
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j= 2: Methylenprotonen. 

Für die Modelle A, B, C und D ist der Term u, gleich, da die Alkoxy- 
ketten infolge der vorausgesetzten Rotation der Molekülhälften um P auf 
jeden Fall um P rotieren. In einer Alkoxykette sind (n — 1) CH,-Gruppen ent- 
halten. Unter Berücksichtigung der oben für 7 = 2 angeführten Wechsel- 
wirkungen erhält man 


u2o = 4a c — 1) wiy + 2 (n — 3) (wis + wis’) (wi2 + wiz’) 


| 


Es gilt n—1= 0 firl > n. Die obere Zeile ai sich ebenso wie bei 
den folgenden Formeln auf ungerade n, die untere Zeile auf gerade n; ferner 
gilt wieder (27*). Die Protonenabstände r,,, die Winkel y,, und die Winkel- 


\2 
faktoren (+ cos? y;,, — 1 sind in Tab. 2 verzeichnet. Die Winkel, die zu den 


2 3) 


Wechselwirkungen mit r,, > 1,79 Ä gehören, hängen von dem Sauerstoff- 
valenzwinkel «’ ab. Wir haben für diesen Winkel eine Aufweitung gegenüber 
dem Tetraederwinkel & von («’ — x) = 9° angenommen. BEER erhält man 


+ (ths + u]. 


gg = 97,92 (m — 1) [1 (29a) 


(27) 
A(n) = 0,546,” + 0,168 1 


Int Tab. 3 sind die fiir die einzelnen Homologen berechneten Werte A(n), 
die Momente und die Momente u2o = u2o/N verzeichnet. ist 
das Moment, welches sich 


(29b) 


bei ausschließlicher Be- Tabelle 2 
rücksichtigung der 2-Spin- ge \ 3 1\2 
systeme 1—1’, 2—2’ usw., ) 73x [A] Vik (5 cos Vik -¥) 
d.h. bei Vernachlässigung 
von A(n) ergeben würde. 1! 1’ 17 90° | 0,250 
Man erkenntausder Größe 1, 3 | 2,516 216 0,499 

A a whe) ede. 1 | 2 2,49 33°27 0,296 
von A(n), daß, 2|3 2,49 85°59’ 0,243 
gangs behauptet, eine Zu- 1] 3 3,09 43°7’ 0,0904 
sammenfassung der CH, 1 2% 307 aa 0,0387 
Protonen zu isolierten 2- 2,3 3,07 86°45 0,245 


Spinsystemen schon für Tabelle 3 


n = 4 eine sehr schlechte 
Näherung darstellt. An) | 10 [G7] [G7] 


Modell E: Das in die- 


3 


1 0 0 0 
sem Fall vorliegende Be- 2 0 27,2 3,02 | 3,02 
wegungsmodell zeigt Abb. 9 = | = 

1} — ’ 
0,527 1663 11,08 7,26 
nächst nur die zu den Pro-- 0,600 2178 | 1281 8,01 

tonen jeweils einer CH,- 7 0,647 269,0 14,16 8,60 


= 
(27) 
riick- | 
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j=j 


Für die j. CH,-Gruppe gilt nach (24) und (6) (siehe Abb. et ws: aft. rohit 
1\/3 1\i-1/3 
W; = Tit (5 cos? y — 3) (> cos? x — 5 =) (3 cos? &’ — 3) 3 


In jeder Alkoxykette gibt es 7 = n — 1 CH,-Gruppen; mit y = 2/2 erhält 
man dann 


cou 3 3 \2 
= (> cos? >) [2 + (F eos? a -5) +... 


+ (508 & 


Mit ry = 1,79 A und a = 118°28’ folgen daraus und aus (25) die in Tab. 4 
Werte “2eisor. und 

Da die Berechnung der von den Protonen benachbarter CH,-Gruppen 
herrührenden Momentbeiträge einen beträchtlichen Aufwand verurmnehht, 
begnügen wir uns mit der Angabe einer oberen 
Grenze, die man dadurch erhält, daß man zu den 
Werten die auf Grund des starren Ketten- 
modells berechneten Terme, die nach (29a, b) 
in der Größe A(n) zusammengefaßt sind, ad- 
diert: 


(30) 


20 < + 27,22 (n — 1) A (n). 


Selbstverständlich werden die zusätzlichen Bei- 
träge durch die Drehung der einzelnen Ketten- 
glieder ebenfalls stark reduziert, so daß die in 
Tab. 4 angegebenen Werte u» in Wirklichkeit 
viel kleiner sind. er 


n | | | 
1 0 0 0 
2 0,0767 0,690 0,69 
3 0,0697 0,767 9,9 
Abb. 9. K;, K,QNK, 4 0,0596 0,775 34,2 
K,Q K,, K,Q P. K,=Bin- 5 0,0518 | 0,776 58,2 
dung O,—C,, K,=C,—C,, 6 0,0457 0,776 82,4 
_--«Ky=C,—C, (vgl. Abb. 4) 7 0,0409 0,776 106,4 


7 = 3: Methylprotonen. 
Modell A: Es ist wo- = y*!), daher gilt pgo = ta + 2 wiz]. 
Mit roy = rg = Tov = 1,79 A, y„ = 90° und 


COS Yo7 cos, 


31) Wir bezeichnen die Protonen der CH,-Gruppe stets mit 0, 7, 7’, auch wenn ~~ 
speziell der Heptyläther betrachtet wird. 


wir 
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wird 


Wo =a 1 2(Zein? t) ]; (31) 

die Ergebnisse sind in Abhängigkeit von (x’ — x) für ungerade (u) und gerade n 

(g) in Tab. 5 dargestellt. 

Modelle B und C: Diese Modelle sind wegen der vorausgesetzten Ro- 
tation der Molekülhälften um die N—C,,-Bindungen bezüglich der Größe von 
4; äquivalent. Infolge der Rotation der CH,-Gruppen um ihre C,-Symmetrie- 
achsen sind alle 3 Terme w,, gleich. . 

” 


Das Bewegungsmodell ist in Abb. 10 dargestellt. Daher ist Ass 
Wo; = ro cos? y — +) (2 cos? & — >) 


x’ 


Mit y= wird 


6 3 2 x’ 1\2 


Die Ergebnisse sind in Tab. 6 zusammengestellt. 


“ihe 


/ | | 
Abb. 10. Cs, C3Q Abb.ll. Cs; C,Q K, 
Abb. 4) KQP 
Tabelle 5 Tabelle 6 
| u | g u g 
| 

0° | “a | 9,1 81,7 

5° 67,9 79,8 4,8 79,8 

9° | 569 75,8 2,1 75,8 
| 548 74,5 1,5 74,4 
15° 42,5 66,5 0,08 66,1 
20° 33,6 56,7 09 55,6 


ModellD: Es gilt (32); das Bewegungsmodell zeigt Abb. 11, wobei die 
Achse K diejenige C—C-Bindung darstellt, um die die C,-Symmetrieachse 


f. 


1 
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rotiert. Man erhält 


1\/38 = 
Wo; = cos? y — 3) cos? x — +) (5 
Mit y =F und E= folgt daraus und aus (32) 
3 1\2/3 a’ — 1 \2 
(+ cos? a -5) (= cos? ( =) (34) 


Diese Beziehung gilt nur fürn > 1. Fir n = 1 ist Modell D mit C identisch. 
Modell E: Abb. 12 zeigt das Bewegungsmodell fiir n — 4. Die Bezeich- 
nungen sind die gleichen wie in Abb. 9; es gilt wieder (32), wobei 


ist. Mit y =F erhält man 


3 1\2/3 1 \2(n-1) 
+ Ho = Ba a 5) (soos 5) ; 


(35) 


j=4: Wechselwirkungen zwischen Me- 
thylen- und Benzolprotonen. Es ist zu 
unterscheiden zwischen n > 1 und n = 1. Im letz- 
teren Fall handelt es sich um die Wechselwirkungen 
zwischen den Methyl- und den Benzolprotonen. 
Modelle A und B für »>1: Es werden 
N nur die Wechselwirkungen 1 <> 6 und 1’ < 6 be- 
rücksichtigt, die beide gleich sind: 


= 8a wig. (36) 
K,QP 


= (> cos? yo — >) (37) 

Aus der vorgegebenen Geometrie der Anordnung Proton 6—C,,—C,,—0,—C,-— 
Proton 1 erhält man für «’ = 118°28’ ry, = 2,22 A, cos 4, = 0,9063. Aus 


(36) und (37) folgt damit 
Myo = 32 G?. (38) 


ModellA fiir n=1: Für Azoxyanisol ist zu (38) noch der vom Proton 0 
herrührende Beitrag wo, zu addieren. ro, beträgt 3,53 A, und der zusätzliche 
Beitrag ist etwa 1 G?, so daß für die starre CH,-Gruppe gilt, 


Myo = 13a weg. (40) 
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om 


Da sich bei der hier vorliegenden Bewegung sowohl y,, als auch r,, andert, 
ist nach (5) die Beziehung (24) zu ersetzen durch 


In dem Bewegungsmodell der Abb.13, bei dem die Protonen 0, 7 und 7’ 


3 2 
— 


(41 


= 
2 3) "jk - 


) 


(in 


Abb. 13 ist nur Proton 7 gezeichnet) sich auf einem Kreis mit dem Radius r 
um die in der Ebene des Benzolkerns gelegene Achse K bewegen, die mit der 


O0,—C,-Bindung identisch ist, 


erhält man für x’ = 118°28’ he a 
a=1,799A und r=1,03A. 
7, und y (Winkel zwischen Cor 
Paarverbindungsvektor 15 
und lassen sich 
durch = A + Beosg und 
D+Ecop 4 — p 
COS Ya = darstel- 0, 
len. Die zur Bildung desMittel- =779 4 
wertes w,, in (41) erforder- =7934 


lichen Integrale sind auf die 
in*!) tabulierten vollständigen 
elliptischen Integrale E(k?) und 


. 2 32 - = 1eg ın der „bene des nzoikerns 
wird 3 5 (Zeichenebene), desgleiche die Achse K=Bindung 
A = 7,43 B= — 3,95 A’, 
E = —0,909 A erhält man aus (A6a) 
und (A 8) Q 
Lio = 20,7 G2. (42) 104 Kg 
Modelle C und D für n>1: “or 
Die Protonen 1 und 1’ bewegen sich / \ 7 
auf einem Kreis mit dem Radius r : 
um die P-Achse, wie in Abb. 14 dar- / 60° {60° 
gestellt. Die Kreisbahn liegt sym- 
metrisch zu den Benzolprotonen 6 und 
8, es sind daher 4 im Mittel gleiche N 
Wechselwirkungen w,, zu berück- 
sichtigen : 
Mio = 164 wie. (43) r=2034 


Dabei ist wig nach der Vorschrift 
(41) zu bilden. Mit dem bisher für «’ 


2 ) ‘Sie beachte den Unterschied 
zwischen der Konstanten E und dem voll- 
ständigen elliptischen Integral E (k?). 


Ann. Physik. 7. Fo’ge, Bd. 3 


Abb. 14. Zur Berechnung der Wechsel- 

wirkungen zwischen den CH,- und den 

Benzolprotonen bei Rotation der Alkoxy- 

ketten um die O,—C,,-Bindung. Punkt 

Q(y = 90) und Benzolproton 6 liegen in 
der Zeichenebene 


.-- 


Abb. 13. Bewegungsmodell zur Berechnung der 
Wechselwirkungen zwischen Benzol- und CH,- bzw. 
CH,-Protonen bei Rotation der Methylen- bzw. der 


| 
'-4) 
2 
| 
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verwendeten Wert erhält man ont ini 

a=1,83A und r=2,03A. 

er Ferner gilt rig = A + Beosp und cosyg = D/ryg. Mit A = 12,6 Ä2, 
B= — 8,58 A2, D = 2,01 A, E = C = 0 folgt aus (A 6a) und (A 8) 
= 6,1 G?. (44) 


Br Modell C für n = 1: Doppelrotationen (Rotationen um zwei Achsen) 
mit variablem r;, sind sehr umständlich zu behandeln, da in diesem Fall die 
Konstanten A, B, C, D und E sowie k? und g in (A 8) noch von einem zweiten 
Azimutwinkel gy’ abhängen, über den gemittelt werden muß. Wir wollen daher 
den Beitrag 44 abschätzen, indem wir für die beiden Bewegungen je einen 
Reduktionsfaktor R berechnen, der angibt, mit welchem Faktor der Wert (39) 
für die starre CH,-Gruppe zu multiplizieren ist, wenn jeweils nur eine Be- 
wegung betrachtet wird. Den Reduktionsfaktor für die zusammengesetzte 
Bewegung setzen wir gleich dem Produkt der für die einzelnen Bewegungen 
berechneten Faktoren. 


Betrachten wir zuerst die Rotation der C,-Symmetrieachse um die O,—C, ,- 
Bindung, dann kommt zu dem Wert (44) noch der Beitrag des Protons 0 
hinzu, der infolge des großen Abstandes sehr klein ist (wel. (38) u und d (39): 


Mit (39) berechnet sich der Reduktionsfaktor für die Rotation der Methyl- 
gruppe um u. O,—C,,-Bindung zu 
we Ro,-Car & 6,3/33 = 0,19. (46) 
: > Der Reduktionsfaktor für die Rotation um die C,-Achse ist nach (39) und Be 
Rec, = 20,7/33 = 0,63. (47) 
Damit erhalt man fiir den Reduktionsfaktor der zusammengesetzten Bewegung 


Dar . = 2, 9 
Modell D für n = 1 ist identisch mit Modell C. 
Modell E fürn > 1: Dieser Fall wird nach dem eben geschilderten Ver- 
fahren behandelt. Für die Rotation um die O,—C,,-Bindung ergibt sich aus 
(38) und (44) 


Ro,-Car = 6,1/32 = 0,19. 
Das Moment (w4o)o,-c, für die Rotation der beiden CH,-Protonen um 
die Bindung O,—C, erhält man aus (42) durch Multiplikation mit 2/3 zu 


(Ho 
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= = 13,8G?. Daraus folgt mit (38) N 


R = 0,082. 
Lio = 32 0,082 = 2,6 G wi; E 


Modell E für 2» = 1 ist identisch mit Modell C. 


j=5: Wechselwirkungen zwischen CH,- und CH,-Protonen. 
Berücksichtigt werden die Wechselwirkungen der 3 CH,-Protonen 0,7,7’ mit — 
den CH,-Protonen 6,6’ und 5,5’. Es ist zu unterscheiden, ob die CH,-Gruppe — 
starr ist (Proton 0 auf Lücke mit 6,6’) oder ob sie um ihre C,-Symmetrie- | 
achse rotiert. Dagegen ist es wegen der vorausgesetzten Rotation der beiden 
Molekülhälften um die N—C,,-Bindungen gleichgültig, ob die Alkoxyketten 
um die O,—C,,-Bindungen rotieren oder nicht. Für den Fall der starren = 
Methylgruppe erhält man die in (24) benötigten Winkel y,, und Abstände r,, 
aus einfachen geometrischen Betrachtungen, für den Fall der um ihre C,- | 
Achse rotierenden CH,-Gruppe lassen sich die in (41) benötigten Winkel und 
Abstände darstellen durch 


| 


wobei die Konstanten A, B, C, D, E aus dem Molekülmodell (Abb. 4) und aus 
den in Tab. 1 angegebenen Kernabständen auf analytischem Wege berechnet 
werden können. 9 ist der die Drehung der CH,-Gruppe kennzeichnende Azimut- _ 
winkel. Die Berechnung des Mittelwertes (41) wird im Anhang durchgeführt. 
Die Ergebnisse sind in Tab. 7 dargestellt. Sie unterscheiden sich für ungerade 
und gerade Werte von n; ferner 

ist für n = 2 zu spezialisieren, da Tabelle 7 

in diesem Fall die Wechselwirkun- . 


Hs @ [G?] 
gen mit den Protonen der iiber- 
nächsten CH,-Gruppe in Wegfall 
kommen. Die fiir das ModelDan- „1, ungerade | 26,2 | 15,8 3 
gegebenen Werte sind Abschatzun- =n > 2, gerade 45,7 | 33,6 7 
gen, die in der folgenden Weise er- ” = 2 30,8 24,8 5 


halten wurden. Aus dem Vergleich 

der Werte fiir die Modelle A und B (bzw. C) folgt, daB der Reduktionsfaktor fiir 
die Rotation um die C,-Symmetrieachse etwa dieselbe Größe hat wiederReduk- > 
tionsfaktor (47). Es ist daher zu erwarten, daß auch der Reduktionsfaktor für _ Er 
die Rotation der C,-Achse um die vorhergehende C—C-Bindung vonähnlicher 
Größe sein wird wie der Faktor (46), d. h. etwa 0,2. Die Werte für das Modell D h 
wurden aus den für das Modell B gültigen durch Multiplikation mit 0,2er- 
halten. Die Werte für das Modell E sollten noch etwas kleiner sein; da hier ev” 
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die von den Wechselwirkungen mit den Protonen der übernächsten CH,- 
Gruppe herrührenden Anteile noch stärker reduziert werden. 


Die einzelnen Momentanteile yj» sind gemäß (27) zu addieren und die 
Summen nach (26) und (7) mit (+ cos? ® —z)]en + 5) zu multiplizieren, 


um die Momente u zu erhalten. Aus Stuart-Briegleb-Modellen kann der 
Winkel ®, den die Para-Achse mit der Moleküllängsache bildet, abgeschätzt 


— Er beträgt für pp’-Azoxyanisol etwa 10°%); damit erhält man für 
2 
(= cos? 6 — 5) se 0,91. Die auf diese Weise für die einzelnen Modelle erhal- 


tenen u-Werte sind in Tab. 8 zusammengestellt. Zum Vergleich sind in der 
2. Spalte die experimentell ermittelten Werte eingetragen. 


Tabelle 8 


| (G2) 

" exp. [6°] A B C D E 

1 4,75 +0,37 | 0,60+0,17 |161 | 1a! 525 — 

2 9.2 + 0,9 0.514023 232 196 170 7,4 4,3 
3 a) 176 22 101 95 34-41 
4 9,0 + 0,7 0,54 -+0,20 | 21.2 | 204 185 114 31-55 
5 79209 055-033 192 15.2 136 132 25-60 
6 122 05 0010.10 21.7 21.1 19.7 142 24 68 
7 11.2 +18 0,50 -+- 0,15 | 20,0 169 15,7 153 19-70 


IV. Experimentelle Bestimmung des 2. Moments der Mittelkomponente 


Wie bereits erwähnt, ist im Fall n = 1 die Mittelkomponente der Ab- 
sorptionslinie den Methylprotonen zuzuordnen; dies ist auch bei den höheren 
Homologen noch richtig, da nach®) eine Methylgruppe zu einer unverschobe- 
nen Mittelkomponente Veranlassung geben muß. Wenn es daher gelingt, 
aus den experimentell beobachteten Linienformen das 2. Moment der Mittel- 
komponente getrennt zu bestimmen, dann sollte der Vergleich mit den in 
Abschnitt III,3 berechneten theoretischen Werten für das 2. Moment der 

 Methylprotonen ebenfalls gewisse Schlußfolgerungen über innermolekulare 
Bewegungen gestatten. Natürlich erfordert ein solcher Versuch eine Linien- 
 formanalyse, auf deren prinzipielle Schwierigkeiten bereits hingewiesen wurde. 
Daher kann das im folgenden angegebene Verfahren zur experimentellen Be- 
stimmung der 2. Momente (4H?)m. und (4H*)mg der Mittelkomponente für 
ungerade (u) bzw. gerade n (g) nur eine Abschätzung liefern. 


Als Linienformfunktion der Mittelkomponente g,,(H) wollen wir die 
Funktion 
Im (x) =a,, exp (—b,, 27) mit z<=H-H, (52) 


Er 


verwenden. Theoretisch®) besteht zwar die Linienform einer um ihre C, 
Achse rotierenden CH,-Gruppe aus einem symmetrisch zu H, gelegenen Tri- 


”) w. Maier u. A. Saupe, Z. physik. Chem. 6, 327 (1956). 
mes Uber die Messungen an dem zur Zeit noch nicht untersuchten Propylather (n = 3) 
wird in einer folgenden Arbeit kurz berichtet werden. 
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plett; bei genügend kleinem 2. Moment der Methylgruppe®) ist jedoch auch © 
der Abstand der auBeren Dublettkomponenten klein, und die Triplettstruktur — 
wird durch die von den Nachbarprotonen herrührenden kernmagnetischen 
Dipolwechselwirkungen zu einer einfachen strukturlosen Linie verschmiert. | 


Die Konstanten «,, und b,, in (52) sind durch das 2. Moment (AH?) ,— 1/25, = 


und durch die Fläche f = —Y 7 bestimmt: 


> ir 
=| 2 Lexp(- 2m). 


; 

i. 


Da sich die Absorptionsflächen wie die Zahlen der absorbierenden Spins © 
(Protonen) verhalten, muß gelten (F = Fläche der gesamten Linie): 


fIF = 3/N, 


woN=2n-+ 5 die Anzahl der Protonen in einer Molekülhälfte ist. (53) ist — 
eine Bestimmungsgleichung für f, da F gemessen werden kann. 

Zwei benachbarte Homologe unterscheiden sich durch eine ita : 
(pro Alkoxykette), welche ein symmetrisch zu H, gelegenes Liniendublett 
verursacht. Dieses Dublett wird aber den Verlauf der unseren SB 
in der Linienmitte (H = H,) nur wenig beeinflussen. Es wird daher — ’ 
sein, die Linienform g, (H) eines geraden Homologen aus der Linienform 
9,(H) des benachbarten ungeraden Homologen in der Nähe von H = H, © 
dadurch zu erhalten, daß man von g, (H) eine Mittelkomponente g,,,(H) _ 
abzieht und eine Mittelkomponente g,,, (H) mit größerem 2. Moment addiert: = 


Yo (x) (x) — Imu (x) + (: v). 
Mit den Abkürzungen 
dug m,,/m,, Pau folfu 


folgt aus (52a) und (54) fiir x = 0: Lig 


AGug (0) = Ju (9) — 9, (0) = = 


nm, 


und durch zweimaliges Differenzieren von (54) nach x: 


a m), 


(35) und (56) sind 2 Bestimmungsgleichungen für m, und q,,,, d.h. für (AH?) „u 
und (4H?),,,. 


Das Verfahren erfordert für zwei zu vergleichende, agra benachbarte ye 


Homologe und g die Messung der Gesamtflichen F = fou H) dH, der 


%) Für n = 1 ist nach?) (AH?),, = 0,2—0,3 G?. A 
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2. Ableitungen nach dem Feld an der Stelle H = H,. Man hat zu diesem 
Zweck zunächst solche Linien auszuwählen, die bei äquivalenten Tempera- 
turen registriert wurden, d. h. bei Temperaturen, bei denen der Ordnungs- 
_ grad S der gleiche ist; so ist bei den in Abb. 1 dargestellten Linien 8 ~ 0,67. 
_ Die äquivalenten Temperaturen sind aus (19) und (20) zu berechnen, sie sind 
allerdings infolge des großen Fehlers von ß nur sehr ungenau bekannt. Ferner 
_ sind die primär registrierten Ableitungen g’ (H) = dg/dH auf äquivalente 
F lächen F zu normieren. 


Wir haben die folgenden Abschätzungen erhalten: 


(AH?),,,, = 0,3... 0,6 G2 


(AH?) m mu = 1,5... 3,5. 


Mit (22) und (26) ergibt sich N (> cos? & -5) 
Dabei ist N = 3 zu setzen; mit ® = 10° und S = 0,67 erhält man: 


: (use)y = 2.2... 4,4 G2, (59) 
9, Diskussion und Schlußfolgerungen 


Für das Modell D ergibt sich aus (34) (u3e), > (u30),. Modell D liefert 
zwar ein Alternieren der Breite der Mittelkomponente, jedoch ist diese bei den 
ungeraden Verbindungen breiter als bei den geraden, was im Widerspruch zur 
Erfahrung steht. Nach (35) liefert das Modell E beim Fortschreiten von 
- einem Homologen zum nächst höheren eine in ihrer Breite schrittweise ab- 
nehmende Mittelkomponente, da deren Moment jeweils um einen Faktor 


= 


2 0082 & -5) ew 0,1 reduziert wird. Außerdem sind nach Tab.8 bei dem 


Modell E selbst die oberen Grenzwerte des Gesamtmoments noch zu klein im 
Vergleich zu den experimentellen u-Werten. Die Modelle D und E können 
daher das beobachtete Alternieren der Breite der Mittelkomponente nicht 
erklären. 


Unter den Bedingungen des kristallin-flüssigen Zustandes muß innerhalb 
der Alkoxyketten die Drehbarkeit der endständigen Methylgruppen um 
die vorhergehenden C—C-Bindungen eingeschränkt sein. Die Alkoxy- 
ketten sind auf keinen Fall als Valenzwinkelketten mit vollkommen frei 
drehbaren Kettengliedern aufzufassen. 


Wie die in Tab. 5 und 6 dargestellten u30-Werte zeigen, erklären die Mo- 
delle A, B und C das alternierende Verhalten der Linienformen qualitativ, 
_ Modell A wenigstens dann, wenn man eine genügend starke Aufweitung des 
_ Sauerstoffvalenzwinkels x’ gegenüber dem Tetraederwinkel « zuläßt. Für 
das Modell A sind jedoch sowohl die theoretischen Werte 3» für die geraden 


Differenz Ag,,(0) der Linienformfunktionen und der Differenz Ag, (0) der| 
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und die ungeräden Verbindungen als auch die theoretischen Werte u (Tab. 8) 
viel zu groß. Man hat daher den Schluß zu ziehen, daß 


im Temperaturbereich des kristallin-flüssigen Zustandes die Drehbarkeit 
der Methylgruppen um ihre C,-Symmetrieachsen nicht oder nur wenig 
behindert ist. 


Eine Übereinstimmung zwischen den theoretischen und den gemessenen 
Werten u ist nur für n = 1 unter Zugrundelegung des Modells C vorhanden. 
Zwar fällt der theoretische Wert 5,25 G? noch nicht in die Fehlergrenzen des 
experimentellen Wertes, diese kleine Diskrepanz kann aber durch die Wahl 
eines nur wenig größeren Wertes für den Winkel ® (11—12°) beseitigt 
werden. Der Vergleich der für die Modelle A, B und C berechneten u-Werte 
führt für n = 1 zu dem Ergebnis: 


Im kristallin-flüssigen pp’-Azoxyanisol hat man anzunehmen, daß die 
Methylgruppen nicht nur um ihre C,-Symmetrieachsen, sondern auch 
um die O,—C,,-Bindungen rotieren®®). 


Zu der gleichen Schlußfolgerung führt der Vergleich der für die Methyl- 
gruppe theoretisch berechneten Momente 3 mit dem experimentell abge- 
schätzten Wert (59). Für (x’—a) = 9° entnimmt man aus Tab. 6 439 = 2,1 G?. 
Zu diesem Wert kommt noch ein bestimmter Teil des Momentes yuo hinzu, 
das die Wechselwirkungen zwischen den 3 Methylprotonen und den beiden 
benachbarten Benzolprotonen enthält. Wir nehmen daher an, daß infolge 
dieser Wechselwirkungen die von den CH,-Protonen herrührende Linie mit 


einer Verbreiterungsfunktion zu verbreitern ist, deren Moment < Lio be- 


trägt. Mit dem (Wert 49) erhält man yo = 2,1 + - 4,0 = 4,5 G?. 


Die Übereinstimmung mit dem experimentellen Wert (59) läßt sich noch ver- 
bessern, wenn man für &’ einen Wert verwendet, der ein wenig größer ist als 
der in unseren Rechnungen benutzte (x’ = 118°28’). Dadurch wird dann 
auch der Wert des Gesamtmomentes u noch etwas verkleinert. 


Im pp’-Azoxyanisol beträgt der Valenzwinkel des Sauerstoffatoms der 
Methoxygruppe etwa 119°37), 


Nach (33a) hängt das 2. Moment der Methylprotonen von dem Winkel 
£ ab, den die C,-Symmetrieachse einer Methylgruppe mit der Para-Achse der 
Benzolkerne bildet. Um das beobachtete gesetzmäßige Alternieren des 2. Mo- 
ments der Mittelkomponente zu erklären, hat man daher anzunehmen, daß 
beim Fortschreiten von einem Homologen zum nächst höheren dieser Winkel 
sich in gesetzmäßiger Weise ändert; 


es sind daher solche Molekülmodelle auszuschließen, die die Existenz 
statistisch geknäuelter Alkoxyketten voraussetzen. 


Während man beim pp’-Azoxyanisol eine quantitative Übereinstimmung 
zwischen den berechneten und den gemessenen (u30),- und u-Werten er- 


36) Nach den Ausführungen in Abschnitt I kann die „Rotation“ um die O,—C,,- 
Bindung auch in einem Hin- und Herspringen zwischen zwei oder mehreren definierten 
Stellungen bestehen. 

37) Vgl. hierzu auch®®). 


b 
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hält, ist dies bei den höheren Homologen nicht der Fall. Die bei diesen auf- 
tretenden Diskrepanzen miissen daher ausschlieBlich durch die Struktur der 
Alkoxyketten bedingt sein. Von den Modellen A, B und C entspricht zwar das 
Modell C bezüglich der Werte des Gesamtmoments u am besten der Erfahrung, 
wie Tab. 8 zeigt. Auch das alternierende Verhalten der Breite der Mittel- 
komponente wird gemäß Tab. 6 durch dieses Modell qualitativ richtig wider- 
gegeben, und der Vergleich der beobachteten 2.Momente (130), (59) mit den 
berechneten (Tab. 6) zeigt sogar eine quantitative Übereinstimmung. Aber 
die theoretischen Werte u für das Gesamtmoment und die berechneten 
Werte (u3o), für die Momente der Mittelkomponente bei den geraden Homo- 
logen sind im Vergleich zu den gemessenen Werten viel zu groß. Geht man 
von der in Abb. 4 gezeichneten ebenen trans-Konfiguration der C-Atome in 
den Alkoxyketten zu einer ebenen cis-Konfiguration über, so erhält man noch 
größere Werte für das Gesamtmoment u. Wir müssen daher schließen, 

daß im kristallin-flüssigen Zustand die Kohlenstoff-Atome der Alkoxy- 
ketten nicht in einer Ebene liegen. 
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Wie die in Tab. 8 verzeichneten u-Werte zeigen, liefert das Modell C, 

das durch die Annahme starrer, ebener Ketten gekennzeichnet ist, zu große 
“ theoretische u-Werte, während das Modell E einer frei drehbaren Valenz- 
winkelkette zu kleine Werte ergibt. Dieser Vergleich legt die Vermutung 
5 nahe, daß im Temperaturbereich des kristallin-flüssigen Zustandes die Alkoxy- 
\ ketten der untersuchten Moleküle als nichtebene, in sich bewegliche Ketten 

mit eingeschränkter Drehbarkeit der einzelnen Kettenglieder umeinander auf- 
zufassen sind. Ob es sich dabei um die von den gesättigten Paraffinen her 
bekannten Kettendeformationsschwingungen oder um Rotationsisomere 
handelt, die sich genügend rasch (vgl. (3)) ineinander umwandeln, kann nicht 
entschieden werden. Es besteht weiterhin die Möglichkeit, daß man hei An- 


i nahme starrer rotationsisomerer Formen die Momente 43» und die Gesamt- 
momente u genügend stark reduzieren kann. Betrachtet man speziell Ro- 
4 tationsschwingungen der einzelnen Kettenglieder um die C—C-Bindungen, 


dann läßt sich deren Amplitude prinzipiell so wählen, daß man die beob- 
achteten Werte (30), und (130), für die 2. Momente der Mittelkomponente 
erhält. Man erkennt dies anschaulich an Hand der Abb. 3, in der für das 
Modell C die Werte des Winkels é für gerade und ungerade n eingezeichnet 
sind. Wird das Modell C zunächst so modifiziert, daß allein die endständigen 
CH,-Gruppen um die vorhergehenden C—C-Bindungen Rotationsschwin- 
gungen ausführen, dann wird dadurch der Winkel & geändert, und man er- 
kennt aus Abb. 3, daß damit der Reduktionsfaktor (> cos? & — 5) und nach 
(33a) u3o im Zeitmittel für gerade n in der Tat sehr stark verkleinert werden 
kann, ohne daß dadurch für ungerade » eine wesentliche Vergrößerung von 
“3 hervorgerufen werden muB**). 


38) Wie die Rechnung zeigt, muß die Rotationsschwingung der C,-Symmetrieachse 
der CH,-Gruppe um die vorhergehende C—C-Bindung eine Amplitude von etwa 70° 
haben, um die experimentellen Werte (59) und (60) zu erhalten. Ordnet man beim 
Azoxyphenetol (n = 2) das innere Dublett (siehe Abb. 1) den Methylenprotonen zu, dann 
ist für die Amplitude der Rotationsschwingung der Äthylgruppe um die O,—C,-Bindung 
(vgl. Abb. 4) ein ähnlicher Wert zu postulieren, um die beobachtete Größe des Abstandes 
der beiden Dublettkomponenten zu erhalten. 
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fiber die Struktur der Alkoxyketten eine exakte Information zu erhalten. Auf 
jeden Fall muß aber, wie die Analyse des alternierenden Verhaltens der Linien- 
formen zeigt (vgl. (33a)), 


die Struktur und die innere Beweglichkeit der Alkoxyketten der unter en 
suchten Moleküle im kristallin- flüssigen Zustand so beschaffen sein, ea 


Para-Achse der Bensolkern ne bilden, bei den emskine mit ungeraden n 
im Zeitmittel größer ist als bei denjenigen mit geraden n. : 


Es sei darauf hingewiesen, daß man dieses Ergebnis auch aus der molekül- ” : 
physikalischen Deutung des seit langem bekannten alternierenden Verhaltens — 
der Klärpunktstemperatur®®) sowie der DK-Anisotropie#°) innerhalb der hier _ 
untersuchten homologen Reihe erhält, die beide in ursächlichemZusammenhang 
mit dem Alternieren der Polarisierbarkeitsanisotropie der Moleküle dieser 
Verbindungen stehen 1%) 41), 


Anhang 

Berechnung des Mittelwertes w,, =($ cos? — =) für Um- 
orientierungen mit variablem Protonenabstand r,, 


Bei der Berechnung der kernmagnetischen Wechselwirkungen zw ee 
und den benachbarten Methylen- bzw. Methylprotonen einerseits 


Protonen j und k fiir r,, und cos y,, die Darstellung Br 
ri, = A+ Beosp + Csing, cos y;, = (D+ E cos (Al) 


dabei ist p der Azimutwinkel, der die Drehung der Alkoxykette um die O,—C, 
Bindung baw. die Drehung der Methylgruppe um ihre €, ‚Symmetriechze “ad a 
schreibt. r}; kann auf die Form 


gebracht werden, wobei 


k2 20 0 (A + o)!, oe=(B +02), 


ist. Fir B20 isto 0. 
1. Fall:0 <k®< 1. Aus (41) und (A 1) erhält man 


= 3 3 EI, 


39) C. Weygand u. R. Gabler, Ber. dtsch. chem. Ges. 71, 2399 (1938). 

10) W. Maier, Z. Naturforschg. 2a, 458 (1947). 

41) Beim V ergleich der Arbeiten von W. Maier und Mitarbeitern und der vorliegenden ; 
Arbeit ist zu beachten, daß in '*) das Sauerstoffatom der Alkoxykette mitgezählt wird, 
so daß sich die Begriffe ,,gerade‘‘ und „ungerade“ vertauschen. Re 
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K.-W. Weber: Deutung der magnetischen Protonenresonanzabsor ption 
Mit Hilfe von Kernresonanzexperimenten ist es wahrscheinlich nicht mög- : 
| 
J 
2 
! 
J 
In“ x) (A 
| 


2 


n/2 
6 0 
2x 
3 


I, = 4 J, cos* e + 16 (J, — J) cos 2e, 
n/2 n/2 
J,=[ A-cos*xdz, 45 cost x dz, 
ö 6 


A= (1 — # sin? z)'l: 

..J4 haben die folgenden Werte*): 

3 J, = [2 (2 — E (k?2) —(1—F) K (k2)] (1 — 
J, = (1— 

3 J, = k?[K (k?) + (2 —1) (1 — (PR), 

3J, [(2 + K (@) —2(1 + B) 

E (k*) und K (k?) sind die in?!) tabulierten vollständigen elliptischen Inte- 


a/2 


ke grale E (k?) = J Adx, K (k2) = i A-1dx. Aus (A 4), (A5) und (A 6) er- 
man mit Hilfe der aus (A 3) ableitbaren Beziehungen 
cos e= Bo, cos 2¢ = 0? (B* — 0?) (A 7) 


= (1 + (k*?), 


— n2 (1 + 


+12J, (B?— (2). (A 8) 
2. Fall: < 0. r}, kann jetzt auf die Form 
gebracht werden, wobei 
n? — — 2 o(A+oy 


ist. Man erhält wieder (A 8), aber die Integrale J, .. 
sungen 


3J, = (1 + [2 (2 + n2) E (k*2) — K (k*2)], 


3 Jy = (1 + [(1 + (k*2) — K (k*2)], 
3 J, = (1 + m) [2 (nt — 1) E (k*2) + (2 — n2) K (k*2)] 


. J, haben jetzt die Lö- 


(A 6a) 


— Br" 0. Anmalen der Physik. 7. Folge. Band 3. 1959 3,0 
kuss 
(A 5) 
. 
. 
mit 
42) P,F.Byrdu.M.D. Fried ook of Elliptic Integrals, Springer 1954. 
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Die Anregung zu dieser Arbeit verdanken wir Herrn Prof. Dr. A. Lösche = - 
Leipzig. Herrn Prof. Dr. W. Maier, Freiburg i. Br., und Herrn Dr. H. Lipp- 
mann, Dresden, danken wir für viele nützliche Hinweise und fördernde — 
kussionen, Herrn G. Friedrich fiir seine Hilfe bei den Messungen und E: 
der numerischen Auswertung. 


Au Bei der Redaktion eingegangen am 15. August 1958. 


A 2a) Ve 


A 6a) 
1954. 


Leipzig, Physikalisches Institut der Karl-Marx-Universität. : 
x 
ws 


Über das Verhalten 


eines Plasmas bei schnellen Zustandsänderungen 
Von R. Rompe und H. Rother 


Inhaltsübersicht 


Es wird eine Methode beschrieben, mit der der zeitliche Verlauf von Ein- 
stellvorgängen in Plasmen oszillographisch analysiert werden kann. 
Messungen an Hochdruckplasmen mit Einstellzeiten > 10-®sec geben 


brauchbare Übereinstimmung mit den theoretischen Kurven. u | 


Ändert man die Stromstärke in einer Hoch- oder Höchstdrucklampe durch 
sprunghafte Änderung eines Teiles des Vorwiderstandes schnell, so treten an 
der Entladungsstrecke Spannungsspitzen (mit beiden Vorzeichen) auf. Hierbei 
ist wesentlich, daß der Schalter eine Schaltzeit 7, hat von kürzer als 10? sec, 
sonst treten Spannungsspitzen nicht auf. 

Diese Erscheinung ist qualitativ verständlich auf Grund unserer allge- 
meinen Vorstellungen vom Mechanismus des Hochdruck-Plasmas solcher 

ntladungslampen. Im stationären Zustand gehört zu jedem Wert der Strom- 
stärke J eine bestimmte Spannung U zwischen den Elektroden: bei den 
Entladungen, die durch däs sogenannte Kanalmodell beschrieben werden, 
ist!): 

s-1 8-2 


U = const (a) pre 1) (1) 


mit dem Kanalradius o, dem Druck p, und s = a wo U, die mittlere 
Anregungsspannung, U, die Ionisierungsspannung ist. 

Ist 9? ~ J, d.h. der Querschnitt proportional dem Strom, so ändert sich 
die Spannung am Plasma nur noch mit dem Druck: ist 9 = const, so steigt 
die Spannung mit dem Strom schwach an. 

Die Formel (1) ergibt sich aus einer näherungsweisen Behandlung der Dif- 
ferentialgleichung der Energiebilanz der Entladung, wobei hauptsächlich 
stationäres Verhalten der Parameter vorausgesetzt wird. (1) stellt eine brauch- 
bare Näherung dar im Rahmen dieser Voraussetzungen. 

Ändert man die Stromstärke in einem solchen Plasma langsam, z.B. 
durch kontinuierliche Veränderung des Vorwiderstandes, so folgt die Brenn- 
spannung gemäß (1) der Stromstärke. 


1) Vgl. hierzu: W. Weizel u. R. Rompe, Theorie elektrischer Lichtbögen und 


Funken, Leipzig 1949. 
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Erfolgt hingegen die Änderung der Stromstärke schnell, so ist die Gültig- 
keit von (1) nicht zu erwarten und es tritt ein anderer Zusammenhang zwischen 
U und J auf. Bei Abschalten eines Teiles des Vorwiderstandes R,,, bei einer 
Stromstärke J läuft eine Wanderwelle mit der Spannungsdifferenz AU=J-R,,, 
an die Elektroden des Plasmas. Die Zeitkonstante t, dieses Vorganges ist 


durch R 2 R gegeben, wo L die Selbstinduktion des Kreises, R der Wider- 


stand des Plasmas, R,, der Vorwiderstand ist. 

Bildet man die Vorwiderstände bifilar aus, so lassen sich Zeitkonstanten 
von 10-8 sec erreichen, so daß eine Komplizierung der Erscheinungen durch 
diese elektrischen Größen vermieden werden kann. 

Tritt zu der Brennspannung U (J) noch zusätzlich die nicht stationär auf- 
tretende Spannungsdiff. AU = J - R,, hinzu, so wird das Elektronenkollektiv 
des Plasma aus dem erhöhten elektrischen Feld Leistung aufnehmen. Das 


Ein- # thermische Gleichgewicht des Plasmas wird, falls der Vorgang sehr schnell 
abläuft, eine Störung erfahren. Bei Hoch- und Höchstdruckplasmen und 
eben Stromstärken von über 1 A darf man jedoch annehmen, daß 


die Maxwell-Verteilung der Elektronen, 
die Konzentration der Elektronen und Ionen, 
die Konzentration angeregter Atome 


sich in Zeiten kürzer als 10”? sec ins Gleichgewicht setzen, so daß diese ,,Frei- 
hei heitsgrade‘‘ des Plasmas untereinander durch eine einheitliche Temperatur 
a T, verbunden bleiben. 


vr. Quantitativ anders ist der Zusammenhang zwischen dieser Temperatur 7’, 
1 und der kinetischen Energie der Atome und Ionen. Hier ist bei solehen Plasmen 
na eine Einstellzeit von etwa 10? sec erforderlich. Ähnliche Zeiten ergeben sich 
‚cAer | auch für die Einstellung der räumlichen Temperaturverteilung der schweren 
” aed Komponenten des Plasmas, wobei zu beachten ist, daß die Wärmeleitung als 
a Diffusionsproblem unter Umständen noch langsamer vor sich gehen kann 
en, 


(siehe unten Formel 6a, b u. c). 
Man sieht, daß wenn die Schaltzeit des Schalters kürzer ist als 10-5 sec, 
(1) Abweichungen von (1) auf Grund von gewissen Abweichungen der Gleich- 
gewichtsverteilung entweder zwischen den Freiheitsgraden des Plasmas oder 
Änderungen der räumlichen Temperaturverteilung auftreten können. Welche 


tlere von den beiden das Übergewicht hat, hängt von den besonderen Um- 
ständen der Plasmen ab. 
‚sich Aber auch nach Einstellung des thermischen Gleichgewichtes gibt der 
teigt Ausdruck (1) für quasi-stationäre Vorgänge nicht immer den Zusammenhang 
zwischen Brennspannung und Strom richtig wieder. Die allgemeinen Be- 
Dif- ziehungen für ein Plasma mit lokalem thermischen Gleichgewicht enthalten 
hlich für den nicht stationären Fall zwei zeitabhängige area in der Leistungs- 
lal 2b; 
— wo n, die Zahl der Ladungstrager pro cm’, c die en Wärme bei konstan- 
tem Druck, V, die Ionisierungsspannung bedeutet. Das erste Glied dieses 
. Ausdruckes ist der Energiebedarf für die Neubildung von Ladungsträgern, das 


zweite Glied der Energiebedarf für die Erwärmung des Gases, die sowohl Tem- 


! 


peraturerhöhung an jedem einzelnen Ort des Plasmas als auch räumliche 
Ausdehnung der erhitzten Zone sein kann. 

Für den quasi-isothermischen, aber nicht stationären Fall haben wir also 
eine Leistungsbilanz anzusetzen entsprechend: 


+ WIN), (3) 


wo q ein Querschnitt im Sinne des „Kanalmodells‘‘, d die Länge des Bogen- 
plasmas ist. Die letzten beiden Glieder, die die durch Strahlung und Wärme- 
leitung abgeführte Energie wiedergeben, führen für sich allein auf die 
stationär sich einstellende Spannung U,, wir können daher diesen Aus- 
druck auch schreiben: 
(zu U, vgl. Fußnote 3) 8. 32). 1 Nike) 

Aus dieser Formel geht hervor, daß eine Überspannung auftritt, die zeit- 
lich abklingend in den neuen, zu der geänderten Stromstärke gehörenden 
stationären Wert der Spannung übergeht. 

Wir haben die Meinung gewonnen, daß diese Methode der schnellen Zustands- 
änderungen eines Plasmas geeignet ist, bei entsprechend apparativem Auf- 
wand Aufschlüsse über die Einstellzeiten von Gleichgewichten im Plasma zu 
liefern. 

Die orientierenden Untersuchungen, über die wir im folgenden berichten, 
wurden allerdings mit relativ geringem Aufwand durchgeführt und erlauben 
daher nur Aussagen über einen Teil des Problems, für das Verhalten in Zeiten 
von 105—10-%sec, d.h. über die Umsetzung des ‚‚Wärmeimpulses‘“ im Plasma. 

Um genügend kurze Schaltzeiten herzustellen, reichen Schalter an Luft 
nicht aus. Es wurde daher ein mechanisch betriebener Vakuumschalter ent- 
wickelt, welcher über längere Betriebszeiten konstante Schaltzeiten bei den 
erforderlichen Stromstärken zwischen 1—20 A lieferte. 

Der Schalter ist eine verstärkte Form des bekannten, handelsüblichen 
Vakuumschalters. 

In einem Hartglaskörper sind im rechten Winkel zueinander zwei Wolfram- 
stäbe aus gezogenem Material eingeschmolzen (vgl. Abb.1). Der eine von 
beiden ist starr mit dem ‘Cue verbunden, sein Durchmesser ist 2 mm, 
der zweite ist ein etwas 

dickerer Stab mit einem 

Durchmesser von 4mm und 

durch eine olivenförmige Ein- 

schmelzung federnd mit dem 
Glaskörper verbunden. Die 
Kontaktstelle ist durch Ab- 
flachung auf eine genügend 
große Fläche gebracht; in 
geöffnetem Zustand ist der 
Abstand der Elektroden etwa 
imm. Die Schließung des 
Kontaktes erfolgt mittels 
a m Abb. 1. Vakuumschalter (schematisch) einer Nockenscheibe, deren 


| 
‘ 
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Drehzahl bei den Untersuchungen im allgemeinen 16 Hz betrug. Diese Dreh- 
zahl hält der Schalter betriebsmäßig über längere Zeiten aus. Das Glasgefäß 
des Schalters ist auf Hochvakuum evakuiert. Durch das bei der Öffnung 
des Kontaktes in geringen Mengen abstäubende 
Material tritt offenbar eine Getterwirkung auf, so 
daß eine Veränderung der Schaltzeit durch freiwerdende 
Gasreste vermieden wird. 

Die Schaltzeit des Schalters wurde dadurch .er- 
mittelt, daß oszillographisch die Spannungsspitzen bei 
Ab- und Zuschalten einer Normal-Induktion von 
1,996 - 10-3 Henry gemessen wurde. 

Es ergab sich eine Schaltzeit von 1 u sec + 5%}). 

Die Vorschaltwiderstände wurden, wie oben er- 
wähnt, bifilar ausgeführt. Die Schaltung geht aus 
Abb. 2 hervor. 

Bei der benutzten experimentellen Anordnung Abb. 2. Schaltschema 
liegen also die Schaltzeiten 7, ~10-*sec, die L/R- 

Werte unterhalb 10-8 sec, der Oszillograph löste Zeiten von Tosz > 10 sec aus. 

Der Spannungsverlauf U (ft) am Oszillographen gehorcht dann (vgl. Abb. 2) 


V R 


R L 
+ 


Fir =< 1 ergibt die Entwicklung von (1) bis zu Gliedern erster Ordnung 

in L/R: 
U(t) = Re) LRH LR) (RW + Re) 

Vo R(t) + + R, | (Ry R(t)? (R,, R(t,))® 


LR 
Da Tosz > 10-5 sec, folgt HR 


10-3, der oszillographisch beobachtete 
Spannungsverlauf wird also in guter Näherung durch: 


wiedergegeben. 

Ist der Widerstand (R,+ R,,,) nach der Zeit t, auf R,, herabgesetzt 
worden, so erwärmt sich das Bogenplasma, und Temperatur 7 und Leit- 


fähigkeit o = * steigen so lange an, bis die Wärmeverluste wieder der zuge- 


führten höheren Leistung entsprechen. Bei einer Zeitauflésung Tosz > Relaxa- 
tionszeit fiir ery: be zwischen Gas und Elektronen 7; 


(< 10- ist — An - — ‚wenn wir unter 7' die Gastemperatur 


N, 
verstehen und n, = © Ele ktronendichte ist. Den zeitlichen Verlauf der Er- 
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wärmung bestimmt die Energiebilanz: 


N(T 


00 
+ 2a | de. (6) 


0 


o (U?— =C, 


Hierin ist U,(c) die Spannung?), die gerade zur Deckung der Energieverluste 
in dem zur Zeit t vorliegenden Momentzustand (¢) ausreichen würde. 


en U, läßt sich für nicht zu große t experimentell aus der Brennspannung für 


0 und für 0) mit hinreichender Näherung interpolieren?), 
R 6, = Molwärme, L = Loschmidzahl, ys = Zahl der Atome pro cm?, ger = 


22% aT 


effektiver Bogenquerschnitt = ) N(T)odei, d = Länge 


der Entladung, U, = Ionisierungsspannung. 


(Ge To;: 2) und mithin ger ist bestimmt durch den Ausbreitungsweg 
der Warmewelle in der Zeit (¢ — t)): 

aint 3 o (U2 — U}) dt’ dw 


(7) 


Die Greensche Funktion ist hierbei für Zylindersymmetrie angesetzt. 
K = Wärmeleitvermögen, a? = Temperaturleitvermégen — für 7 = 8000° 
ist Kyg = 0,74 - 104 [cal - em! sec! grad-!] und a? Hg = 0,25-10-* L/N 
[em? sec—1]. Bei der PRK 4 wird also für t = 5- 10-4 sec: Ao 1mm. Bei 
der HBO 200 für t = 10-4 sec: Ao ~ 0,1 mm. Hieraus dürfen wir gleich- 
zeitig schließen, daß der Druck während des Spannungsimpulses konstant 
bleibt. 
Es wird daher: Aa 


pice 


o=eb,d-?2n n, 0 do = const - 2a The? <7, 0 do 
[1 + 


_eUi 
er 2 2 
= const T’ıe 
:? 


2) Nach freundlicher miindlicher Mitteilung von Herrn M. Steenbeck soll man 
die so ermittelte Schaltzeit als eine obere Grenze betrachten. 


3) Die Relation U, ~(5) mit ao, © 0,25 s. o., die sich aus dem einfachen Kanal- 


modell ableitet, ist bei Impulsbetrieb der Hg-Lampen nicht erfüllt, wenn man mit kon- 
stantem Radius rechnet. U, ändert sich bei Stromverdopplung nur um 1,01 (HBO 200) 
bzw. 1.02 (PRK 4). Der augenfällige Unterschied zwischen g_ und 9, in Tab. 1 scheint 
auf die Trägheit der Wärmeleitung (2a) als Ursache hierfür hinzuweisen; denn es kann 
innerhalb der Zeitkonstanten der Wärmeleitung (22) wegen U, > ae (vgl. Weizel u. 
Rompe l.c.) eine stärkere Aufheizung der äußeren Bereiche des Bogens eintreten. Die 
x Berücksichtigung des radialen Temperaturverlaufs in den Integralen für Strahlung = 


Leitfähigkeit liefert dann effektiv größere Werte o (entsprechend o_ von Tab. 1). 
weichungen bei der XBO 200 siehe weiter unten. 
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wobei der radiale Temperaturverlauf 7‘, wiedergegeben wird durch 


+ f(e) (f (0) = 0; f(00) > oo). 


In erster Näherung setzen wir nr ws —=0. Hierdurch wird kein erheblicher 


dt 


Fehler entstehen, da Bereiche mit 0 >. nur wenig zum Integral beitragen. Fe 


Wegen Ta = Taas können wir dann a durch = ausdrücken. 


mit Hilfe von (8) geht (6) über in 


N (T,) C,- Fert’ d 1, d?| do 
b, ja (6a) 


und hierin können nunmehr alle Größen bis auf C, - der als experimentell 
bekannt angesehen werden. (co, U, U, werden den Oszillogrammen entnommen. 
T, ist die Ausgangs-Achsentemperatur.) (6a) ergibt integriert den zeitlichen 
Verlauf der o 


?, 
(T,) d- 1, U@ 
de b, | o (U2 — (9) 


Für große — t,), d.h. sobald o (U? — U3) x co (x = Absorptionsvermö- 
gen) ist auf der rechten Seite von (9) unter dem Integral gegebenenfalls die 
Strahlungsreabsorption zu berücksichtigen, indem im Nenner — co U? 

2U0a/1 1 
durch — U§ + «o, U2 - [. | ersetzt wird. 

U, effektive Anregungsspannung. Das Abklingen der Leitfähigkeit bei 
sprunghafter (At = r,) Vergrößerung des Vorschaltwiderstandes führt auf ein 
ähnliches Integral, nur daß in (9) ger durch 2 02; zu ersetzen ist und im Nenner 
des Integrals für große (t — t,) ein analoges Glied für die verminderte Strah- 
lungsabsorption bei der Abkühlung zu berücksichtigen ist. In Abb. 3—8 sind 
die theoretischen Kurven nach (9) wiedergegeben. Man kommt für Hg-Ent- 
ladungen in dem untersuchten Zeitintervall (£ — t,) mit der Annahme o-pro- 
portionaler Energieverluste aus. Die Abweichungen für große t,. sind bei den 
Hg-Lampen eventuell auf die Vernachlässigung der Reabsorption zurück- 
zuführen. (Vgl. aber auch (7c) und Abb. 4.) Für XBO 200 treten sehr viel 
stärkere Abweichungen in entgegengesetzter Richtung auf, die auf ein merk- 
liches Anwachsen von U, mit o deuten (solange die Wärmewelle (7) noch 
nicht den Bogenradius wesentlich überschritten hat). 

Die untersuchten Entladungen von Hg und X dürften noch keine Anoma- 
lien der spezifischen Wärme zeigen. Die gemessenen Abklingkurven der 
Spannungsimpulse reproduzieren dann die Größen @ und ger innerhalb der 
Fehlergrenzen : 


Ann. Physik. 7. Folge, Bd. 3 


33 
, 
luste 
(7) 
setzt. 
8000° 
LIN 
. Bei 
leich- a 
istant = 


Abb. 5. Abklingen der HBO 200 bei 


Verringerung von R, 


e=45mm 
Abb. 7 7. Abklingen der XBO 200 


bei Verringerung von R,, 


06 


34 Ammalen der Physik. 7. Folge. Band 3. 1959 
Tabelle 1 
HBO 200: Coptisen mm 90 =09mm = 0,7 mm 
PRK 4: Ooptisch = =3 mm o0_=236mm o,=1ömm 
XBO 200: tisen = 07mm g-=4,5mm g, = 1,7 mm 
> Tabelle 2 
| fA] | [2] [2] 
PRK 4: | 110 
2 HBO 200: | 110 
XBO 200: 110 


Ara 
Abb. 3. Abklingen der PRK 4 bei Ver- Abb. 4. Abklingen der PRK 4 bei 
ringerung von R,, Vergrößerung von R,, 
5h 


Abb. 6. Abklingen der HBO 200 bei 


Vergrößerung von R, 
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Die Differenz (o_ — o,) kann bedingt sein durch die Vergrößerung der Leit- _ 
fähigkeitszone (o), durch zusätzliche Strahlungsreabsorption bei der Erwär- 
mung und die Trägheit der Wärmeleitung. Da fast die Hälfte des Erwärmungs- 
effektes schon geschehen ist nach der Zeit 7g,; (wenn die Spannungsspitze auf 
dem Oszillographen sichtbar wird), ist diese Vergrößerung von ger bei t — oa me 
bereits eingetreten. 

Der Einfluß der Konvektion liegt bei den untersuchten Hg-Bögen inner- 
halb der experimentellen Fehlergrenzen. Der anomal große effektive Quer- == 
schnitt beim Xenonbogen könnte auf konvektionsbedingte Turbulenzeffekte 
zurückzuführen sein. (Hierfür spricht das Auftreten ausgeprägt turbulenter 
Flammenbildung bei dem mit erhöhter Stromstärke [bis 19,5] brennenden 
Bogen.) 

Der augenfällige Unterschied in der Richtung der Abweichung von (9). 
zwischen XBO,, und HBO,,, bei der Aufheizung (vgl. Abb. 5 und 7) laBt sich _ 
verstehen, wenn wir den zeitlichen Verlauf der Energieverluste durch Wärme- 
leitung betrachten, und dabei zur Berechnung der Temperaturwelle (7a) die 
Konvektion berücksichtigen. Wir beschränken uns hier auf den eindimensio- _ 
nalen Fall. In zwei Dimensionen bleiben die ae qualitativ un- 


verändert. wh 
Analog (7a) wird der Temperaturanstieg 


t 


(t-t’) 
AT (x, t) = const W -t')dt' dx’ (7b) 
J 
mit K? = 3 tT, wo v = Konvektionsgeschwindigkeit, a? = Temperaturleit- = 


vermögen. Die zugeführte Wärmemenge (abzüglich der stationären Verluste) _ 
W (t'/t) möge mit einer Halbwertzeit 7 abklingen. 
Aus (7b) ergibt sich, wenn wir den zusätzlichen Wärmestrom proportional 


AT 
Az 1 (£) const W (t /r) dt . (Tec) 


Der Gang von AA (t) mit x 1+ 172/72 ist in Abb. 9 Für 


K?<1 steigt AA (t) bis ¢ ~ r/4 steil an, erreicht zwischen r/2 und r sein 7 
Maximum und bleibt dann im experimentell auswertbaren Teil praktisch i 


fällt für ¢ >r schnell ab. 7 
Da die Strömungsgeometrie bei der BHO». und der XBO,,, ne 
übereinstimmen, dürfte die Konvektionsgeschwindigkeit in der XBO = = 
ein Drittel vggo betragen. 

Mit txgo = sec und typo = 6-10 sec wird 16 Kino. Die 
plötzliche Temperaturerhöhung beim Herunterschalten des Widerstandes R,, 
erzeugt also in der XBO einen zusätzlichen Energieverlust durch Wärme- 
leitung, der für ¢’ >r sehr viel länger anhält, als in der HBO. Aus Abb. 7 
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BER EEON man, daß der gegenüber (9) zu langsame Temperaturanstieg gerade, 
wie nach Abb. 9 zu erwarten, für ¢ 4 t bemerkbar wird. Die Abweichung 
W (t) dt 


nimmt mit ¢ immer stärker zu, da sie genähert proportional | 


anwächst. 


4A 
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a EN Abb. 9. Zusätzlicher Wärmestrom aus dem Bogen- ih 
4 kanal bei Energiezufuhr. Parameter K ~ Kon- ek 
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quellen. 
. Bei der Redaktion eingegangen am 2. Oktober 1958. 


& 


id 


Berlin, Physikalisch-Technisches Institut der DAW. Bereich Strahlungs- 


| ) 
we 
| Be 
vo 
de 
un 
| kü 
| un 
| 
| 
fel 
| se; 
vo 
| } Sc 
ft 

Eı 

| au 
| ki 
zu 
| sc 
pu 
sti 
de 
a. 
4 


gerade, 


AA (t) 
Wo dt 
\ 


ahlungs- 


Vereinfachte Diffusionstheorie der laufenden 
Von Karl Wojaczek 

2 Abbildungen 

Inhaltsiibersicht 


Die laufenden Schichten in der positiven Säule der Edelgasentladungen 
werden als Elektronentemperaturwellen kleiner Amplitude aufgefaBt. Unter 
Berücksichtigung der Abhängigkeit der Wellenzahl und der Amplifikation 
von der Frequenz erhält min aus einem Gleichungssystem, bestehend aus — 
den beiden Trägerbilanzgleichungen, der Energiebilanz für die Elektronen 
und der Poisson-Gleichung, Beziehungen, welche die Beobachtungen an 
künstlich erzeugten laufenden Schichten in der Argon-Entladung qualitativ 
und zum Teil quantitativ gut wiedergeben, wenn die Wärmeleitung der 


Elektronen in Rechnung gestellt wird. ve 


1. Einleitung 


Oberhalb einer gewissen, vom Druck abhängigen Entladungsstromstärke 
bleibt die positive Säule einer Edelgas-Niederdruck-Entladung frei von lau- 
fenden Schichten!). In der Nähe dieser Grenzstromstärke lassen sich in ioe 
positiven Säule durch geeignete niederfrequente Störungen an der Kathoden- _ 
seite der Entladung künstlich laufende Schichten wählbarer Frequenz her- 


vorrufen?). Ziel der vorliegenden Arbeit ist, den Mechanismus, der diesen | aie 
Schichten zugrunde liegt, zu klären. BEE 
Die genannten künstlich erzeugten laufenden Schichten sind ihrer ganzen. us 


Erscheinung nach als kleine Störungen der homogenen positiven Säule auf- — 
zufassen. Ihre Gesetzmäßigkeiten sollten sich daher durch geeignete Lineari- 
sierungen der allgemeinen Gleichungen für die nichtstationäre positive Säule 
errechnen lassen. Wie jedoch eine nähere Durchsicht zeigt, sind die bisher - 
aufgestellten linearen Theorien der Schichten nicht in der Lage, die an den 
künstlich erzeugten laufenden Schichten beobachteten Erscheinungen wieder- 
zugeben. 

In der folgenden Tabelle sind die in Frage kommenden Arbeiten grob 
schematisch und keineswegs erschöpfend nach einigen wesentlichen Gesichts- 
punkten hin charakterisiert. Dabei sind auch die Arbeiten erfaßt, die nur 
stehende Schichten behandeln. 

In den meisten Arbeiten wurde für die Bestimmung der Schwankungen 
der elektrischen Feldstärke die Poisson er zugrunde gelegt. Druy- 


4 
1) W. Pupp, Physik. Z. 33, 844 (1932). EN N Rs 
*) K. Ann. Physik 2, 68 
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Grundgleichungen Wellenansatz 
Autoren Poisson- | Energie- Ampli- 
gleichung bilanz Peoquens fikation 
Druyvesteyn?) = 4 
Prudkowskaja®) 
vorliegende Arbeit + + | + a 


vesteyn®?) und Robertson®) benutzten statt dessen die — wenn auch 
abgewandelte — Strombilanzgleichung. Dies ist aber nicht zulässig, da die 
Strombilanzgleichung nicht unabhängig von den beiden Trägerbilanzgleic 'hun- 
gen ist, die von allen Autoren benutzt wurden. 

Bei Hinzunahme der Energiebilanz der Elektronen zu den Grundgleichungen 
können auch die Schwankungen der Elektronentemperatur erfaßt werden. 
Das Experiment zeigt, daß im allgemeinen die Elektronentemperatur über 
eine Schicht in der Entladung erheblich variiert?)!0)!!). "Theorien, die dies 
vernachlässigen, werden daher nicht in der Lage sein, die Schichtbildung 
richtig zu beschreiben, zumal ja die Elektronentemperatur im Haushalt des 
Entladungsplasmas eine fundamentale Rolle spielt. 

Bei einem Wellenansatz der Form exp {i (k x — @ t)} für die Abweichungen 
der Säulenparameter von ihrem stationären Wert sind zunächst komplexe 
Werte sowohl für k als auch für » zuzulassen, was zeitlich und räumlich an- 
oder abklingenden Wellen entspricht. Für die entsprechenden 4 reellen 
Schichtparameter erhält man aber nur eine komplexe Gleichung, d. h. 2 reelle 
Bedingungsgleichungen. Man hilft sich so weiter, daß man dem Wellenansatz 
von vornherein eine den Beobachtungen entsprechende Gestalt gibt. So 
setzt man für stehende Schichten einfach m = 0 und rechnet allenfalls mit 
_komplexem k, läßt also noch ein räumliches Abklingen der Schichten zu?). 
: Für die laufenden Schichten dagegen rechnet man mit reellen Werten von k 

und @®)*)6), d.h. man zieht nur Wellenvorgänge mit verschwindender 

_ Amplifikation in Betracht. Bei der Beurteilung gewisser Amplifikations- 

_ erscheinungen an der Kathode!?) begnügt man sich mit dem Hinweis auf ein 
möglicherweise noch nicht voll ausgebildetes Plasma®). 

Ein solches Verfahren ist für stehende Schichten zwar zu rechtfertigen; 

nur kann dann offenbar nicht mehr auf Grund der Dispersionsgleichung die 

Frage beantwortet werden, warum ruhende und nieht wandernde Schichten 


3) M. J. Druyvesteyn, Physica 1, 273 (1934). 
- ‚eb ') S. Watanabe u. N. L. Oleson, Physic. Rev. 99, 1701 (1955). 
Bu 5) J.M.Tschapnik, JAH CCCP (Ber. Akad. Wiss. UdSSR) 107, 529 (1956); (Deutsch: 
Physik. Abhandl. SU 10, 221 (1958)). 

°) H. S. Robertson, Physic. Rev. 105, 368 (1957). 
. 7) O.W.Prudkowskaja u. M.F.Schirokow, JIAH CCCP (Ber. Akad. Wiss. UdSSR) 
112, 1023 (1957). 
°) O. W. Prudkowskaja, JAH CCCP (Ber. Akad. Wiss. UdSSR) 117, 601 (1957). 
°) W. Pupp, Physik. Z. 36, 61 (1935). 
10) Stewart, J. appl. Physik 27, 911 (19 >, 
1) N. L. Oleson u. A. W. Cooper, Physic. Rev. 105, 1411 (1957), > 
12) T, Donahue u. G.H. Dieke, Physic. S1, 248 (1951). - 
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auftreten. Im Falle der laufenden Schichten steht jedoch eine solche Be- 
handlungsweise direkt mit den in der Arbeit?) beschriebenen Versuchs- 
ergebnissen im Widerspruch, nach denen die natürliche Schichtfrequenz nicht 
durch die Nullstelle der Amplifikation, sondern durch die Lage des Amplifi- 
kationsmaximums bestimmt ist. Dementsprechend muß ein solcher Ansatz 
zu falschen Resultaten führen. 

Hier setzt nun die vorliegende Diffusionstheorie der Schichten neu an. 
Im Gegensatz zu den bisherigen Fassungen der Theorie wird sie in einer den 
künstlich erzeugten laufenden Schichten angepaßten Form aufgestellt, indem 
entsprechend den experimentellen Bedingungen die Schichtfrequenz als reeller, 
vorschreibbarer Parameter aufgefaßt wird, als Funktion dessen sich die 
Schichtweite und die Amplifikation ergeben. 

Eine weitere wesentliche Neuerung im Vergleich zu den bisherigen Theorien 
der Schichten liegt in der zusätzlichen Berücksichtigung der Wärmeleitung 
der Elektronen, ohne welche auch der vervollständigte Wellenansatz nicht 
weiter hilft. 


2. Das Modell 


Zunächst sei das Modell beschrieben, an dem man sich bei der Aufstellung 
der Grundgleichungen und bei deren Vereinfachung orientieren kann. 

Den laufenden Schichten liegen im wesentlichen Elektronentemperatur- 
wellen zugrunde. Der örtlich variierenden Elektronentemperatur entspricht 
eine örtliche variierende Trägererzeugungsrate. Wegen der hohen Beweglich- 
keit der Elektronen sind die Konzentrationsschwankungen der Elektronen 
relativ klein, so daß sich an den Stellen hoher Elektronentemperatur eine 
positive, an den Stellen der Elektronentemperaturminima eine negative, 
durch Ionenmangel bedingte Raumladung herausbildet. Die so erzeugten 
Raumladungen sind mit einer Potentialwelle verknüpft, durch welche den 
Elektronen, die sie durchlaufen, eine periodisch variierende Energie zugeführt 
wird. Die Elektronen setzen diese im Feld aufgenommene örtlich variierende 
Energie sehr rasch durch Wechselwirkung mit den Plasmapartnern in ther- 
mische Energie um und sorgen damit für die Aufrechterhaltung der Elektronen- 
temperaturwellen. 

Soweit kann dieses Modell auch die Verhältnisse bei stehenden Schichten 
verdeutlichen. Das Auftreten wandernder Elektronentemperaturwellen ist 
offensichtlich eng verknüpft damit, daß die Amplifikation bei einer endlichen 
Frequenz, der natürlichen Schichtfrequenz, ein Maximum annimmt. Dieses 
Maximum kann unter Zuhilfenahme der experimentellen Erfahrung, daß sich 
die Schichtweite mit wachsender Frequenz vergrößert, als Äußerung der 
Wirkung zweier gegenläufiger Effekte verstanden werden. Da die Ionen gegen- 
über der Wanderungsgeschwindigkeit der Temperaturwellen als praktisch 
ruhend anzusehen sind, muß die Schichtfrequenz mit einem entsprechenden 
Auf- und Abbau der positiven Raumladung, also mit Ionen-Erzeugungs- und 
-Vernichtungsprozessen derselben Frequenz verknüpft sein. Dadie Lebensdauer 
der Ionen einen endlichen, durch die Geometrie des Entladungsrohres be- 
dingten Wert hat, wird die Ionenkonzentration örtlich um so weniger zu 
schwanken vermögen, je größer die Frequenz ist: Dies entspricht einer größeren 
Dämpfung der Potentialwelle und damit der Schichtamplituden bei höheren 
Frequenzen. Für niedrige Frequenzen sind die Schichtweiten kleiner, und 
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die Wärmeleitung der Elektronen, welche die örtlichen Elektronentem- 
peraturunterschiede auszugleichen sucht, kommt entscheidend ins Spiel und 
sorgt für eine stärkere Dämpfung der Elektronentemperaturwelle und damit 
der Schichtamplituden. 

Bei der Durchrechnung dieses Modells werden der Übersichtlichkeit halber 
zunächst alle Faktoren fortgelassen, die nicht unmittelbar am Zustande- 
kommen des Amplifikationsmaximums beteiligt sind. Auf Grund der damit 
gegebenen Vereinfachungen darf von den Ergebnissen dieser Theorie von 
vornherein keine volle quantitative Übereinstimmung mit dem Experiment 
erwartet werden. Der Einfluß der vernachlässigten Größen auf die Schich- 
tungsbildung soll in einer folgenden Arbeit behandelt werden. 


3. Die Grundgleichungen 


Wir wählen als positive x-Achse die von der Anode zur Kathode gerichtete 
Achse des Entladungsrohres. Wellen der Form RR 
A ei(kz-ot) — 4 ei(zz=ot) (1) 
schreiten dann bei positiver Frequenz in x-Richtung voran, wenn x > 0 
ist. Sie wachsen dabei von der Kathode zur Anode hin an, d.h. sie klingen 
in x-Richtung ab, wenn d > 0 ist. Hier kommen nur solche Wellenvorgänge 
in Betracht, für die 
\d| <|x| 


ilt. 
t Im folgenden lehnen wir uns an die Schreibweise Granowskis®) an. Wir 
schreiben die Grundgleichungen sogleich in einer Form auf, in der die radiale 
Abhängigkeit der Trägerkonzentrationen absepariert ist. Beim Übergang 
zu den wirklichen Entladungen hat man also die hier auftretenden Konzen- 
trationen mit den Konzentrationen in der Rohrachse zu identifizieren. Die 
Elektronentemperatur nehmen wir als konstant über den Rohrquerschnitt an. 
Das System der Ausgangsgleichungen lautet: 


Ox n, Ox 
U, 


2(2n, U,)— 0,0, (E+ U, +m, H(U,)— 


4 N. Ox 
at n, 


In die Bilanzgleichung (3) für die Elektronen sowie in die re (6) 
ist die Triftgeschwindigkeit der Elektronen in axialer Richtung in der Form 


u, = —b,(E 4.2 (7) 


n, Ox 


eingesetzt, wo E der (positive) Potentialgradient und U, = k 7,,/e die Volt- 
Elektronentemperatur ist. Dabei ist von der Beziehung 


D, = 6, U, 
13) W. L. Granowski, Der elektrische Strom im Gas. Berlin 1 
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fir den Diffusionskoeffizienten D, der Elektronen Gebrauch gemacht. Bei 
genauerer Rechnung ist (7) noch durch ein Glied zu ergänzen, welches die 
Thermodiffusion berücksichtigt®). 

Entsprechend ist in (4) ) die Ionentrift angesetzt in der Form 


wo b, U, =b, k T,/e den Diffusionskoeffizienten für die Ionen darstellt. 
In (3) und (4) bedeutet z die Anzahl der Tragerpaare, die ein Elektron in 
der Zeiteinheit durch Stoß neu erzeugt. Das Glied n/t berücksichtigt die 
Trägerverluste durch Wandrekombination. t ist dabei die mittlere Lebens- 
dauer der Elektronen und Ionen. Sie läßt sich unter der Voraussetzung, daß 
die Ladungsträger durch ambipolare Diffusion zur Wand gelangen und dort 


rekombinieren, aus 


=! ‘©, (10) 
errechnen, wobei 4 die erste Nullstelle der Bessel-Funktion nullter Ordnung 
und R der Rohrradius sind. 

Im Unterschied zu den Ansätzen Tschapniks®) sind dabei auf Grund der 
Erörterungen von Prudkowskaja und Schirokew’) die Trägerverluste 
proportional der ungestörten Trägerkonzentration n angesetzt. Die End- 
ergebnisse ändern sich nicht, wenn man in der Elektronenbilanz (3) statt 


| dessen eine Proportionalität des Trägerverlustgliedes mit », annimmt. Für 


die Ionenbilanz erweist sich aber der angegebene Ansatz als wesentlich. In 
ihm kommt die Annahme zum Ausdruck, daß bei der geschichteten positiven 
Säule die Verhältnisse an der Rohrwand die gleichen sind wie bei der homo- | 


genen positiven Saule. 
In der Energiebilanz (6) stellt das Glied — en, b, (E+ + )E die in 


der Zeiteinheit von den Elektronen aus dem Feld TEE ad Energie 
dar. en, H(U,) ist der Energieverlust, den das Elektronengas in der Zeit- 
und Volumeneinheit durch elastische und unelastische Stöße sowie durch 
Wandstöße erleidet. Der letzte Term in (6) erfaßt den Energietransport durch 
Wärmeleitung der Elektronen. Im einfachsten Fall ist die Wärmeleitfähigkeit 
der Elektronen in ähnlicher Weise wie die elektrische Leitfähigkeit durch die 
Atomstöße des Elektrons bestimmt. Unter dieser Voraussetzung erhält man 
nach einigen Umformungen von Ausdrücken, die von | Schirmer) angegeben 
worden sind, 


U, On, 


o = 265, U,. (11) 


ö ist dabei ein Zahlenkoeffizient, dessen Werte in Abhängigkeit vom Verlauf 
des Transportquerschnitts ebenfalls in der Arbeit!*) zu finden sind. Für Argon 
ist der Transportquerschnitt in dem hier in Frage kommenden Geschwindig- 
keitsbereich annähernd proportional dem Quadrat der Elektronengeschwindig- 
keit, so daß mit 6 = 1/, zu rechnen ist. Da es möglicherweise noch andere 
Prozesse gibt, welche für einen raschen Ausgleich örtlicher Elektronentem- 
peraturdifferenzen Sorge tragen, werden wir o als offenen Parameter auf- 
fassen und den Ausdruck (11) als seinen Minimalwert ansehen. 


4) H. Schirmer, 


Z. Physik 142, 116 (1955). 
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In einer verbesserten Theorie sollte in (6) noch ein Glied berücksichtigt 
werden, welches die Mitführung der thermischen Energie durch den gerich- 
teten Elektronenstrom erfaßt. Die Vernachlässigung der Wärmekonvektion 
der Elektronen gehört zu den durchgreifendsten Vereinfachungen der vor- 
liegenden Theorie. 


4. Die Linearisierung nn 


Zur Linearisierung des Gleichungssystems (3)—(6) setzen wir an: 


exp fikx—iot}), E= E,(1+ nexp fikx—iod), 
= exp {ik x—iwt}), U,= (1 vexp {ik x—iw}). 
_ Die relativen Störamplituden »,, », und v werden als klein gegenüber 1 ange- 
nommen, so daß man sich auf die linearen Glieder in diesen Größen beschrän- 
ken kann. In dem Ansatz ist schon berücksichtigt, daß im ungestörten Fall 
Quasineutralität herrscht. 

Im Rahmen dieser vereinfachten Theorie soll angenommen werden, daß 
die Trägerneubildung durch Stöße der Elektronen mit Atomen im Grund- 
zustand erfolgt. Dann ist z von n, unabhängig und kann wie in ®) approxi- 
miert werden durch 


(12) 


z(U,) = AYT,exp {— U,|U,}. (13) 
Hiermit wird 
- 7 * 
Da im ungestörten Fall 
2¢ =] (15) 


gilt und außerdem r unabhängig von den Schwankungen der Elektronen- 
temperatur ist, wird in (3) und (4) unter Beachtung von (14) 


2-2 = )-espfikz-iot). (16) 


T 


Analog geht die Ableitung H’(U,) in die linearisierte Gl. (6) ein. H’(U,) 
läßt sich nach der gleichen Methode wie der Potentialgradient der homogenen 
positiven Säule aus den Elementarprozessen berechnen. Wie jedoch eine um- 
ständlichere Abschätzung zeigt, ist der Einfluß dieser Größe nicht sehr er- 
heblich, und wir setzen daher im folgenden vereinfachend HU, = 0. 
Damit erhalten wir zur Einsetzung in (6) 


—b, +-e H(U,) = — 2b, E2 nexp fikx—iot. (17) 
Mit dem Ansatz (12) gewinnen wir schlieBlich aus (3)—(6) mit Benutzung 


von (16) und (17) unter Beschränkung auf nur lineare Glieder in »,, v,, 1 und 
v nach leichten das folgende Gleichungssystem: 


( iF ik Hy + — ik — = 
wre + t+ BU,)y, — + (18) 
—tkEyn—4neny, +4nenv, = 0, 
3 w _ (3 @ Veo OU. P) 
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Wir lassen den Index 0 für den ungestörten Zustand fort und setzen zur 


Abkürzung wir 
wobei nach (11) im einfachsten Fall Be 


W=ö U2/E iad (20) 
gilt. Vernachlässigen wir noch wegen ihrer relativen Kleinheit die anderen 
Glieder, die 6, im Nenner enthalten, und eliminieren wir 7 mit Hilfe 
der 3. Gleichung von (18), so erhalten wir schließlich unter Benutzung von (10) 
das lineare Gleichungssystem: 


((kE+hU,+ (21) 


# 22 
tmen)n (i tkE—kU, 4men)n, UF ar = 9, (22) 


b, 
(5 U? + 42e —4zenv,+iWRr=0. (23) 


Damit das lineare homogene Gleichungssystem (21)—(23) eine nicht- 

triviale Lösung in »,, v, und v besitzt, muß die Koeffizientendeterminante 

verschwinden. Hieraus ergibt sich nach leichter Umformung die Bedingungs- 
gleichung: 

—ikE+RT, 1 0 
—4nen\{U, —ikE—BU, 1- ¢ Zr ae 
ke U, er te 1 W 13 


Da bei den normalen Schichten EN 


gilt, können wir e in (24) vernachlässigen (vgl. ®)). Desgleichen kann wegen 
2 U,|/R?> |k*| U, das Glied —U, k* unberücksichtigt bleiben. Entwickelt 
man nach diesen Vereinfachungen die Determinante und ordnet man nach 
Potenzen von k, erhält man nach Division durch k die komplexe Dispersions- 
gleichung in der Gestalt: 


wou + 2) 2 =o. (26 
iWU.k -( U.+ UT + UF = 0. (26) 
Setzt man hierin & = x + id und vernachlässigt man wegen |d| < |x| alle 
höheren als ersten Potenzen von d, gewinnt man durch Zerlegung in Real- 
und Imaginärteil die beiden Gleichungen 


a(-4W 0,2 +2W x) +W2 


z 


Zu, ur) + WU A- (8) 


aus denen d und x als Funktionen von @ bestimmt werden können. 


| 
| 
= 
= 
| 
| 
7 i 
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’ Um zu expliziten Ausdrücken für x (w) und d (w) zu gelangen, vernach- # zu 
lässigen wir im Vertrauen auf |d|<|x| vorbehaltlich einer späteren Nach-# R 
prüfung das erste Glied in (27) und erhalten 

_1 
SIR oW 
Demnach ist bei festgehaltenem Entladungszustand die Schichtweite s=f yw 
2 proportional der Frequenz = w/2 2. 
Die Gl. (28) benutzen wir als Bestimmungsgleichung für die Amplifikation 
und finden unter partieller Verwendung von (29) den Ausdruck D 
Al 


i 
BS = UF 

Man sieht unter RR VER von (29) leicht ein, daß d sowohl für ‚een als H 

auch für große w negativ w ird und im mittleren Frequenzbereich ein Maximum 

annimmt. Das Maximum der Amplifikation, d.h. die Resonanzlage, ist lic 

durch die Bedingungsgleichung 


(—4WU, 842 W =0 (31) 
0 
bestimmt. Diese Gleichung rechtfertigt wegen ia © 0 die eingangs erwähnte § de 
Vernachlässigung des 1. Gliedes in (27) in der Nähe der Resonanz auch für 
größere Werte der Amplifikation. Weiter erhalten wir aus (31) al 
%~ => (32) Er 


Somit gewinnt man für die Schichtweite, die zur maximalen Amplifikation J xi 
gehört, den Ausdruck: 


| 


Mit (32) bestimmt sich aus (30) der Maximalwert von d bei festgehaltenem § je 


Entladungszustand zu vo 

2U, UF Fe 


Halten wir weiterhin R und p fest, so ist d, noch eine Funktion der Strom- Mi 
stärke i. Die Grenzstromstärke für die Existenz laufender Schichten ist fürf ™* 
sehr lange Rohre annähernd durch die Nullstelle von d, bestimmt. Demnach . 


ist die Grenzstromstärke i; durch die Bedingungsgleichung für W 


festgelegt, wenn W, E und U, als Funktionen von R, p und i bekannt sind. 
In der vorliegenden Theorie wird W als offener Parameter aufgefaßt, so daß 
eine nähere quantitative Bestimmung von i, hier nicht möglich ist. Jedoch 
gestattet nun (35), die Resonanzfrequenz in der Nähe der Grenzstromstärke 
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zu bestimmen. Dazu setzt man den Ausdruck (32) für die Schichtweite im 
Resonanzfall in die Dispersionsgleichung (29) ein und erhält die Beziehung 


2 R 0% y2 R 
die auch für die Grenzstromstärke gültig ist. Die Gleichsetzung von (35) 


(36) 


und (36) liefert: 
Dieser Ausdruck läßt sich mit b, = b,,[?, auch in der Form des Puppschen 


Ähnlichkeitsgesetzes für die Ten 15) aufschreiben: 


ed 82/2 (R po)? (E!Po) 22 


Hiernach ist es möglich, die Schichtfrequenz », im Resonanzfall allein aus 
den inneren Entladungsparametern U, und E sowie aus der Ionenbeweg- 


lichkeit b, und dem Rohrradius R zu berechnen. ae 
oor 
6. Vergleich mit dem Experiment =~ 


Auch ohne Einsetzung spezieller Zahlenwerte in die Formeln des vorher- 
gehenden Abschnitts erkennt man die qualitative Übereinstimmung zwischen 
den Ergebnissen der Theorie und denen des Experiments in folgenden Punkten: 

a) Nach (29) ist x > 0 und daher auch x/@ > 0. Die Schichten wandern 
also von der Anode zur Kathode. : 

b) Nach der gleichen Formel ist die Schichtweite bei sonst festgehaltenem 
Entladungszustand der Schichtfrequenz proportional. 

c) Die Amplifikation nimmt als Funktion der Schichtfrequenz ein Ma- 
ximum an. 

ye Für den Resonanzfall beträgt nach der Theorie die Schichtweite s, = 

- R, während sich experimentell bei der Grenzstromstärke für s,/R ein 
Wert zwischen 3 und 5 ergibt"). 

e) Zwischen Schichtfrequenz, Druck und Rohrradius besteht ein Ähn- 
lichkeitsgesetz der Form Rv, = F(Rp,), wobei Rv, mit wachsendem Wert 
von R py abnimmt. 

Für die genauere quantitative Überprüfung der Theorie ziehen wir die am 
Kreuzrohr gewonnenen Meßergebnisse?) heran und wählen entsprechend der 
Festlegung von W durch d, = 0 den Entladungszustand aus, für den das 
Maximum der Amplifikation in etwa verschwindet. Die Entladungspara- 
meter dafür sind: Argon, =1 Torr, R=1,57 cm, i=231A, E= 
0,51 V/em, 7, = 14500° K. Weiterhin benutzen wir den Wert b,, = 1,22. 
108 em?/Vsee für die Beweglichkeit der positiven Argon-Ionen unter Normal- 


bedingungen !%) und ferner 
= U; U,/2 = 16,3 V. 

Wie wy ibdield 

Wy = 2,3 - 10”? ESE. 


35) W. Pupp, Z. techn. Physik 15, 257 (1934). . 
M. A. Biondi u. L. M. Chanin, Rev. 94, 910 (1954). 


Aus (35) erhalten wir zunächst für Wg den Wert 


| 
| 

q 
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ei Mit diesem und den obigen Zahlenwerten lassen sich aus (29) die Schicht- J aus 
weite und aus (30) die Amplifikation als Funktionen der Frequenz errechnen. # der 
3 Der Verlauf dieser Funktionen ist in den Abb. 1 und 2 zusammen mit den dig 
_ experimentellen Werten aus ?) dargestellt. 


N 
4 0 [Hz] wu -0 \ sin: 
Abb.1. Schichtweite s als Funktion Abb. 2. Amplifikation d als Funktion 
der Frequenz v. Entladungsparameter: der Frequenz v. Entladungsparameter: wei 
Argon, Po =1 Torr, R= 1,57 cm, Argon, %=1 Torr, R= 1,57om, vor 
i=2A. x MeBwerte aus ?), — be- i=2,1A. x Meßwerte aus ?), — be- 
rechnet aus (29) rechnet aus (30) 
stit 
4 gel 
7 fi ; Die Übereinstimmung zwischen den theoretischen und experimentellen § Jad 
= chichtparametern ist quantitativ durchaus befriedigend, wenn man an die § yir 
Vielzahl der zur Herleitung verwendeten Vereinfachungen denkt. Die theore- # das 
tische Schichtweite für den Resonanzfall s = 5,8cm stimmt sogar bis auf § {jp 
weniger als 10% mit dem gemessenen Wert von 6,3 cm überein. Die berech- # {jp 
nete Kurve der Amplifikation, eine Parabel 4. Ordnung, ist dem gemessenen 
Verlauf sehr ähnlich, nur ist sie als Ganzes gegenüber der Meßkurve zu klei- 
neren Frequenzen hin verschoben. Die theoretische Resonanzfrequenz, nach 
(38) », = 630 Hz, ist um 20% kleiner als der Meßwert, der 790 Hz beträgt. 
Zur eingehenderen Überprüfung des Ausdrucks (38) sind allerdings noch 
weitere Messungen bei verschiedenen Drucken notwendig. Diesbezügliche Te 


Untersuchungen sind im Gange. 

Wir prüfen noch, ob die aus der vorgelegten Theorie errechenbaren Größen 
die experimentell beobachtete Stromabhängigkeit zeigen. Nach (33) ist die 
Schichtweite im Resonanzfall unabhängig von der Stromstärke. Dies ent- 
spricht tatsächlich oberhalb der Grenzstromstärke den Beobachtungen). 
Unterhalb der Grenzstromstärke ist dies nicht mehr richtig"). 

Schwieriger ist die Stromabhängigkeit der Amplifikation zu übersehen. 
Die Stromstärke 7 tritt in (34) nicht explizit auf, wohl aber hängen die in 
d, eingehenden Größen E und W von i ab, während U, als Konstante ange- 
sehen werden kann. Der mittlere Längsgradient E steigt mit sinkendem Strom 
oder bleibt vor oder hinter der Grenzstromstärke annähernd konstant. Die 
Stromabhängigkeit von W ist zunächst unbekannt. Wir vergleichen den sich 
im diskutierten Spezialfall nach (39) ergebenden Wert W; = 2,3 - 10? ESE 
mit dem hypothetischen Minimalwert (20): W = 6U7/E = 0,84 - 10? ESE. 
Beide Werte unterscheiden sich um den Faktor 2,7. Naheliegend ist, den sich 
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aus der kinetischen Theorie ergebenden Wert 6 = } aufzugeben und dafür 
den Wert 6* = 1,35 einzusetzen, was nach 14) einem leicht mit der Geschwin- 
digkeit abnehmenden Stoßquerschnitt für die maßgeblichen Elektronen- 
stöße entsprechen würde. 
Unter dieser Annahme zeigt jedoch die Stromabhängigkeit von d, nicht 
das zu beobachtende Verhalten. Bei der Grenzstromstärke wäre dann nämlich 
U: 22 


(40) 
U, ur 


wenn man E< 0 beachtet. In der Wirklichkeit nimmt jedoch d, mit 


wachsendem ¢ ab. Wenn man also im Hinblick auf die anderen guten Er- 
gebnisse der Theorie nicht sofort annehmen will, daß wesentliche stromab- 
hängige Zusatzglieder in der Dispersionsgleichung unberücksichtigt geblieben 
sind, muß man erwarten, daß W mit sinkendem Strom nicht abnimmt, son- 
dern zunimmt. 

Eine derartige Stromabhängigkeit kann man für W tatsächlich erhalten, 
wenn man die mit der Strahlungsdiffusion zusammenhängenden Ausgleichs- 
vorgänge in Betracht zieht, was aber hier nicht weiter ausgeführt werden soll. 

Zusammenfassend darf wohl auf Grund der befriedigenden Überein- 
stimmung zwischen Theorie und Experiment gesagt werden, daß das vor- 
gelegte Modell die grundlegenden Züge des Mechanismus, der in Edelgasent- 
ladungen bei der Ausbildung zumindest der künstlich erzeugten Schichten 
wirksam ist, richtig darstellt. Demnach darf die Hoffnung genährt werden, 
daß durch geeignete Verfeinerungen der Theorie auch eine genaue quantitative 
Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment erzielt werden kann. 
Über diesbezügliche Versuche soll in einer folgenden Arbeit berichtet werden. 


Herrn Prof. Dr. Rompe sowie Herrn Dr. Rademacher danke | ich für 
ihr förderndes Interesse an der Arbeit. 


Berlin, Deutsche Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Physikalisch- 
Institut, Bereich Strahlungsquellen. 
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£ von G N+, Ott, F*+, Ne**+ 
mit Hilfe des Variationsverfahrens 
4 Von Nikolaus Salié “3 


Für einige Atome und Ionen mit sechs Elektronen werden Energiewerte § ope 
und Eigenfunktionen der drei tiefsten Zustände mittels Variationsverfahren § J, - 
näherungsweise berechnet. Verwendet werden Linearkombinationen von Eis 
Slaterdeterminanten, die nur aus 1s-, 2s- und 2 p-Einelektronenfunktionen 
bestehen, deren Radialanteile Variationsparameter enthalten. A 

Zur Lösung von atomphysikalischen Mehrteilchenproblemen erweist sich 
bei geringer Teilchenzahl das Variationsverfahren als die geeignetste Methode. 
Mit ihr gelang es 1929 zuerst E. A. Hylleraas!), den Grundzustand des 
 Heliumatoms auf spektroskopische Genauigkeit zu berechnen. Für den 
tiefsten Term von Li lieferte die bisher genaueste Berechnung von Paulf .p. 
Schmidt?) 1957 noch eine Abweichung von etwa 1P/,,. Die Schwierigkeiten 


nehmen sowohl mit der Zahl der Elektronen als auch mit dem Grad der An- am 
regung zu, so daß Berechnungen auf spektroskopische Genauigkeit immer f gie 
komplizierter werden. Begnügt man sich jedoch mit Ergebnissen, die die Fu 
wirklichen Terme auf einige Promille approximieren, so kann man, den eigent- "1 
lichen Vorteil des Variationsverfahrens ausniitzend, mit relativ geringem Auf- ra 
zum Ziel kommen. 

| ‘ So behandelten 1935 Morse, Young und Haurwitz®) eine große Zahl b 
von 2-, 3-, 4-, 5- und 10-Elektronenproblemen, die zu Atomen und Ionen mit og 
_ Kernladungszahlen Z zwischen 2 und 12 gehören. Für jedes dieser Gebilde J "' 
wurden alle angeregten Zustände berechnet, soweit sie sich aus 1s-, 2s- h 

und 2 p-Elektronen aufbauen lassen. m 
1944 bestimmten Duncanson und Coulson‘) die Eigenfunktionen der De 
_ Grundzustiinde der neutralen Atome C bis Ne. die 
In dieser Arbeit werden mit Hilfe des Variationsverfahrens die Sechs- a 


_ Elektronenprobleme vom neutralen C-Atom bis zum vierfach ionisierten Ne 
berechnet. Zu jedem Atom oder Ion werden die tiefsten ®P-, 1D- und 1S-Terme Me 


1) Egil A. Hylleraas, Z. Physik 54, 347 (1929). lis 
; 2) P. Schmidt, Dissertation Universität Leipzig 1957, Maschinenscheift Phys. Inst. $ Fe 

Leipzig. 
3) P.M.Morse, L. A. Young u. E. 8S. Haurwitz, Physic. Rev. (2) 48, 948 (1935). = 
4) W. E. Duncanson, C. A. Coulson, Proc. Roy. Soc. Edinburgh 62, 37 (1944). 
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K. Salié: Tiefste ®P-, und 1S-Terme von C, N+, O++, Nett 

und die zugehörigen Eigenfunktionen angegeben. Die Eigenfunktion des sp. Ba 

Terms von C kann mit der entsprechenden bei Duncanson und Coulsont) 

verglichen werden. 
Die so gewonnenen Eigenwerte weichen um einige Promille von den ae. 

messenen ab. 
Die Schrédingergleichung ist die Euler-Lagrangesche Differential- EN 

gleichung eines Variationsproblems, wobei die zur Variation zugelassenen by. 

Funktionen y die gleichen Randbedingungen erfüllen müssen, wie die Lé- —_— 

sungen der Schrödingergleichung. Sucht man die stationären Werte von e 

I(9,9) = [p* Hydr unter Zulassung solcher Funktionen 9 auf, die alle 

zu den Eigenfunktionen tieferer Energiezustände orthogonal sind, so schreibt 

sich das Extremalprinzip als Minimalprinzip, wodurch ein Näherungsver- 

fahren möglich wird. Die Orthogonalität läßt sich für die tiefsten ?P-, 1D- 

und 18-Terme der Sechs-Elektronenprobleme dieser Arbeit dadurch erreichen, 

daß man nur Funktionen  zuläßt, die Eigenfunktionen der Drehimpuls- 

operatoren L,, L?, S, und S? sind mit den Quantenzahlen L = 1, 8 =1; 

L=2, 8=0und L=0, S=0. Solche Funktionen sind wohlbekannt als 


Eigenfunktionen eines Systems ohne Wechselwirkung zwischen den Elektronen: 


\Wn,t, m, (1) - Xs, (1) (N) Xs, (N) 


= (r) (3, p), 


wobei die n,,1,, m,, 8, von k abhängen. 

Bezieht man die Coulombwechselwirkungen zwischen den Elektronen 
in die Überlegungen ein, so kann man näherungsweise für die Eigenfunktionen 
ebensolche Summen von Slaterdeterminanten ansetzen, die sich von den 
vorherigen lediglich dadurch unterscheiden, daß in den Radialanteilen f,, ; (r) 


noch Variationsparametera,b,c... werden: f„ ı(r\a,b,c...), 
die man so bestimmt, daß J (9,9) =@(a,b,c,...) ein Minimum wird. Die 
Funktionen f, ı(r|a,b,c,...) müssen normiert sein. 9, , X, und die Koeffi- 


zienten c, sind dieselben wie bei fehlender Wechselwirkung, damit die Existenz 
des Minimalprinzips gesichert bleibt. Mit einem solchen, unten aufgeführten 
Funktionssystem werden die Rechnungen vorgenommen. Gpin =@ (Amin; 
bmin - - .) liefert einen Näherungswert für die Energie und 9 (r,... ry |@min; 
bmin, - - .) für die Eigenfunktion. 

Durch die alleinige Berücksichtigung der Coulombwechselwirkung zwi- 
schen den Teilchen werden alle magnetischen und relativistischen Effekte ver- 
nachlässigt und auf die Feinstrukturaufspaltung wird prinzipiell verzichtet. 
Durch den Aufbau der Eigenfunktion aus Einelektronenfunktionen wird auch 
die Korrelation vernachlässigt. Lediglich Wechseiwirkungs- und Austausch- 
energien werden einbezogen. Doch ist die Genauigkeit wegen der speziellen 
Wahl der zur Variation zugelassenen Funktionen nicht so groß wie bei der 
Methode des ,,self consistent field‘‘, bei der ebenfalls die Korrelation vernach- 
lässigt wird. Die Nichtbeachtung der Mitbewegung des Kerns erhöht den 
Fehler nur unwesentlich. 

Die gewählten Funktionen, aus denen die Slaterdeterminanten aufge- 
baut werden, sind a mit eingeschriebenen Varia- 
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484 , 3A2 
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Die verwendeten Eigenfunktionen haben die Gestalt 


Unter Verwendung der schon von Morse, Young und Haurwitz?) 
eingeführten Abkürzungen 
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8, (?5*1L) hängt von dem zu berechnenden Term ab und enthiilt alle Wechsel- 


wirkungs- und Austauschenergien der 2 p-Elektronen untereinander. 
S0D)= Vu, 
s. 1 Vag + 2 Vag + 2 Xy + 3X 
3 (8) = (Vag + 2 pt 


Der günstigste Wert von u ist — - so daß das Minimum von I (@, g) = 


_ pa (a, 6, c) lediglich als Funktion von a, b und c numerisch aufgesucht Me 
werden muß. 3 
Die Ergebnisse sind in anschließender Tabelle dargestellt, die die theoretisch __ 


ermittelten und die experimentell gemessenen Energiewerte, die Ionisierungs- 
energien, sowie die Parameter des Minimums enthalten. 


Energie E 


| 
ber exp ) exp Ag by 


DRy DRy | DRy 


0,41 | 0,948 | 3,45 3,12 
0,36 | 0,925 3,44 3,11 
| 0,895 | 3,43 | 3,10 


1,005 | 3,19 | 2,79 | 
0,989 318 | 2.78 
0,964 3,17 | 2,77 


1,030 | 3,01 
—73,20 | 1,020 | 3,00 
12,77 | —73,10 | 0,998 2,99 


—95,26 96,64 3,23 | 1,042 | 2,87 
—95,12 | —95,43 | 3,21 | 1,034 . 2,87 
—94,93 | —95,30 ' 1,017 23,86 


| 37,63 | —37,85 
5 —37,80 
—37,75 


—54,06 


© 
© 


—13,29 | 2 


12 

3 

0 
9 

3 


10Nett 3P |—120,48 | 484 2,77 | 2 
10Ne*+ 1D |—120,33 1,040 3,76 | 
10Ne*+ 18 —120,09 | 1025 2,75 


C N+ | Ot 


(0,22 | 0,28 | 0,25 

1D | 0,24 | — | 0,27 | 

Ka s | 0,28 | — | 0,33 


Die Genauigkeit der Parameter c, und a, beträgt + 0,01, die von bo 
+ 0,02. 

Abb. 1 zeigt die Lage der berechneten und gemessenen Energieniveaus all 
Sechs-Elektronenprobleme. 


5) Aus Landolt-Bérnstein, Zahlenwerte und Funktionen I, 1; 6. Aufl. Berlin- — 
Göttingen-Heidelberg. 


= 
fi 


1 
6C 0,4 —1,65 
6c 0,2 166 
7N+ 9p | —53,83 | 1, — | 
aN+ 1D | —58,74 1, 2,10 
7N+ 3S | —58,61 0, — 
80+ 2,57 | —2,56 
80H ID 257 —2,56 
80+ 18 2,54 
9F+ ıD 2,40 —302 
9 F%+ 1g 2,38 —3,03 
‚25 —3,49 
itz) 3.50 
Die Differenzen zwischen theoretischen und experimentellen Werten der 
= T,# Energie sind ungefähr konstant. Sie betragen in DRy: a, 

: 


Annalen der Physik. 7. Folge. Band 3. 1959 


Abb. 2 enthält die gemessenen und berechneten Energiewerte der Grund. 
zustände aller Zwei- bis Sechs-Elektronenprobleme der Kernladungszahleı 
zwischen 6 und 10 (die Zwei- bis Fünf-Elektronenprobleme stammen von 


Morse, Young und Haurwitz?)). Der Maßstab beträgt id ‚ damit analoge 
Terme ungefähr gleiche Lage haben. Abb. 1 ist ein Pit Pi aus Abb. 2. 


I 1 


Abb. 1. Sechs-Elektronenprobleme (1 8, 2 s?, 2 p?). Lage 
der berechneten und gemessenen ®P-, !D- und 1S-Terme 
für Kernladungszahlen von Z = 6 bis Z = 10 


t = 
| 


Aus den in dieser Arbeit gewonnenen Energiewerten und denen, die Morse, 
Young und Haurwitz?) für die zugehörigen Fünf-Elektronenprobleme er4 
hielten, lassen sich durch Differenzbildung die Ionisierungsenergien J gewinnen 
und mit dem Experiment überprüfen. 


In Abb. 3 sind diese Ionisierungsenergien über der Kernladungszahl gra- 
phisch dargestellt. Die eingezeichneten Punkte geben die für das betreffend 
Atom oder Ion nötige Ionisierungsenergie an. Verbunden sind Systeme gleicher 
Elektronenzahl und Systeme, denen gleichviel Elektronen fehlen. 
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2. Lage der berechneten und gemessenen il Abb. 3. Ionisierungsenergien J aller 1-, 2-, 3-, 4-, 
dzustände aller 1-, 2-, 3-, 4-, 5- und 6-Elek- 5- und 6-Elektronensysteme mit Kernladungs- 
probleme mit Kernladungszahlen zwischen zahlen zwischen 1 und 10. Verbunden sind erstens 
6 und 10 Systeme mit gleicher Elektronenzahl und zweitens 
Ionen, denen gleichviel Elektronen fehlen. Weichen 
die experimentellen Werte stark von den be- 
rechneten ab, so sind sie gesondert eingetragen 

= und gestrichelt verbunden 
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: 2 Mit Hilfe der berechneten a,, bo, ©, und u, kann man die Slaterschen 
>= Abschirmungszahlen überprüfen. Auf zwei Stellen abgerundet ergibt sich 


folgendes Bild: 


Slater: 


Vis = Z — 


Vs „=2-20m | 
Tie Ves = 2,75 
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Morse, Young und Haurwitz?) gewinnen eine empirische Korrektur- | 
formel, auf Grund der von ihnen behandelten Zwei- bis Fünf-Elektronen- 
probleme, mit deren Hilfe man von den berechneten Energiewerten zu korri- 
gierten gelangt, die in der Nähe der wirklichen liegen. Für die Sechs-Elek- 
tronenprobleme gilt diese Formel nicht mehr. 


Herrn Professor Dr. B. Kockel danke ich herzlich für die Förderung, 
die ich bei Anfertigung meiner Diplomarbeit erfahren habe, von der diese 
Note einen Auszug bildet. 


Leipzig, Theoretisch-Physikalisches Institut der Karl-Marx-Universitat. 


Bei der Redaktion eingegangen am 14. August 1958. eka 
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Uber die Halbleitereigenschaften des Kupferoxyduls. XII a 7. 


Die Leitfahigkeit des Kupferoxyduls 
innerhalb des Existenzgebietes bei hohen Temperaturen 
im Bereich kleiner Drucke’)’) 
Von K. Stecker 
Inhaltsübersicht 
Es wird gezeigt, daß der bisher bei Sauerstoffdrucken < 10? Torr ge- 
fundene starke Abfall der elektrischen Leitfähigkeit des Kupferoxyduls im 
Gebiet von 700—1000°C auf fehlerhaften Messungen beruht. Unter Aus- 
schaltung des Fehlers wird im gesamten untersuchten Gebiet die Gesetzmäßig- 
keit 
1/n 
= Po, 


mit n » 8 bestätigt und die Austrittsarbeit zu 1,30eV (0,65eV) bestimmt. 


wanes Eine Diskussion des Knudsen-Effektes in bezug auf diese Messungen 
korri. zeigt, daB er ent gegen den bisherigen Betrachtungen keine Me Bwertverfalschung 
;-Elek- bedingt. 


Die Existenzgrenze Cu,O/CuO wird nochmals bestimmt. 


rektur- 


ih, 


> 1. Einleitung 


Messungen von H. Dünwald und C. Wagner?) an Eupkeszydelzeben 
bei 800—1000° C hatten eine Druckabhängigkeit der elektrischen Leitfähigkeit 
ergeben, die eine gute Proportionalität mit der 7. Wurzel aus dem Sauerstoff- 
druck zeigte. Die Untersuchungen wurden jedoch nur bei Drucken >10? Torr 
Sauerstoff durchgeführt. Eine spätere Arbeit von J. Gundermann, K. 
Hauffe und C. Wagner‘), die zwischen 700°C und 900°C die Druckab- 
hängigkeit der Leitfähigkeit untersuchten (s. Abb. 1), ergab bei Drucken 
unterhalb von 10? Torr po, einen starken Leitfähigkeitsabfall, für den eine 
Deutung nicht gegeben werden konnte. 


1) pn aus einer Dissertation der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultät 
der Martin-Luther-Universität Halle-Wittenberg, Halle 1957. 

?) Auszugsweise vorgetragen auf der Tagung des Verbandes deutscher physikalischer 
Gesellschaften 1957 in Heidelberg. 

3) H. Dünwald u. C. Wagner, Z. physik. Chem. (B) 22, 212 (1933). 

4) J. K. Hauffeu. W agner, 2. Z. physik. Chem. 87, 148 
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Eine Nachprüfung dieser Messungen durch O. Böttger?)®) ergab zwar 
keine volle Übereinstimmung mit den Messungen von Gundermann, Hauffe 
und Wagner, jedoch waren die Ergebnisse ähnlich (s. Abb. 2). Den starken 
Abfall der Leitfähigkeit zu kleineren Drucken deutet O. Böttger als Än- 
derung der Ablösearbeit, und für die bei noch kleineren Drucken (< 103 Torr) 


auftretende Druckunabhängigkeit der Leitfähigkeit wird ein anderer Lei- 
tungsmechanismus als möglich erwogen. 


900°C 


800°C 


in 


oO 


oO 


S 
w 


oO 
wn 


4) 


=> 
oO 


2 41 
(Po, Torr) log (po, [Torr]) 


Abb. 1. Elektrische Leitfähigkeit von Abb. 2. Elektrische Leitfähigkeit von 
Cu,0-Proben nach Gundermann, Cu;0-Proben nach Böttger 

Hauffe und Wagner A 
Da bei hohen Temperaturen unterhalb 10 2 Torr auch noch in anderen ® 
Arbeiten?) über Erscheinungen berichtet wird, deren Erklärungen — wenn 
überhaupt welche gegeben wurden — nur hypothetischen Charakter haben, 
schien eine nochmalige Untersuchung nötig, zumal Zweifel an der Fehler- 
freiheit der bisherigen Messungen geäußert werden mußten. 

2. Die Meßanordnung 
a) Die Oxydations- und Temperungsanlage 

Die Oxydations- und Temperungsanlage war nach dem von J. Gunder- 
mann, K. Hauffe und C. Wagner‘) angegebenen Prinzip aufgebaut. Die 
von O. Béttger®)*) und G. Blankenburg’)®) angebrachten Änderungen 
wurden beibehalten, so daß die Vakuumanlage bis auf einige Zusätze den 
Versuchsapparaturen der beiden letztgenannten Autoren entspricht. Die 
Anordnungen sind in den zitierten Arbeiten ausfiihrlich beschrieben. 

Für die Messung bei kleinen Drucken in reiner Sauerstoffatmosphäre er- 
wies sich als Ersatz des Druckpotentiometers ein kleines Silberrohr als sehr 
nützlich und bequem, das an der Zuströmleitung angesetzt war. Das Silber- 
rohr hat einen Durchmesser von etwa 1,5 mm und ist über ein Platinrohr in 


5) O. Böttger, Dipl.-Arb. d. Math.-Nat. Fakultät Halle 1951. 

8) O. Böttger, Ann. Physik (6) 10, 232 (1952). 

?) Die nachfolgende Arbeit wird sich mit den dort mitgeteilten Ergebnissen und den 
daraus hergeleiteten Folgerungen befassen. 

8) G. Blankenburg, Dissertation d. Math.-Nat. Fakultät Halle 1952. 

°) G. Blankenburg, Ann. Physik (6) 14, 290 (1954). 
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Glas eingeschmolzen (Hersteller: Heraeus, Hanau). Mit einem kleinen Öfchen, 
aus einem Quarzrohr von 3 mm |. W. und einer Platindrahtwicklung bestehend, 
konnte das Silberrohr über einen regelbaren Transformator auf Glühtem- 
peraturen aufgeheizt werden. Bei diesen Temperaturen diffundiert reinster 
Sauerstoff aus der umgebenden Luft durch das Silber hindurch und wird an 
der Vakuumseite abgegeben. Die Diffusion — und damit der Sauerstoffeinlaß — 
ist stark temperaturabhängig, so daß bei Zimmertemperatur kein Effekt mehr 
nachweisbar ist, während bei etwa 650° C die Gaseinströmung in die Größen- 
ordnung von 10-1 cm? (bezogen auf Normalbedingungen) kommt!) !*). 
Durch die Konvektion in dem oben offenen Quarzrohr wird stets neue Luft 
herangeführt, so daß man allein durch Regelung des Heiztransformators eine 
bestimmte Sauerstoffeinströmung — und damit einen gewünschten Druck im 
Versuchsgefäß — einstellen kann. 


b) Druckmessung 


Für hohe Drucke konnte ein normales Hg-Schenkelmanometer Verwen- 
dung finden, das zur Fernhaltung von Quecksilberdampf von der Probe vor 
der Ausfrierfalle lag. Bei kleineren Drucken hatten bisher wohl sämtliche 
Vorgänger mit einem McLeod-Manometer gemessen. Es erschien jedoch 
sicherer und für manche Versuche auch unbedingt notwendig, eine kontinuier- 
liche Druckanzeige zu haben. 

Ein Alpert-Manometer konnte wegen seiner Pumpwirkung keine Ver- 
wendung finden. Deshalb wurde ein Wärmeleitungsmanometer hergestellt, 
das zur Kompensation von Strahlung und Wärmeleitung in der Halterung mit 
einer völlig äquivalenten Vergleichszelle in einer Wheatstoneschen Brücke 
betrieben wurde. Die Vergleichszelle war im Vakuum ausgeheizt und abge- 
schmolzen worden. Meß- und Vergleichszelle befanden sich in einem gemein- 
samen von Kühlwasser durchflossenen Gefäß. 

Nach Anschmelzung an die Versuchsapparatur wurden die Hitzdrähte 
(30 u-Pt-Thermometerdraht) zum Ausgleich mechanischer Spannungen eine 
Stunde im Hochvakuum bei etwa 600° C getempert. Es zeigte sich dann im 
Verlaufe von 3 Monaten bei der Drahttemperatur von etwa 100°C keine 
Alterung mehr. 

Eine Druckanzeige mit geeignet dimensionierten Wärmeleitungsmano- 
metern hat neben der Möglichkeit der kontinuierlichen Beobachtung noch 
den Vorteil einer höheren Genauigkeit gegenüber den üblichen 100-cm?- 
McLeods bei Drucken <10-* Torr. Mit unserer Meßanordnung konnte in 
zwei sich überlappenden Meßbereichen von 10° bis 10% Torr Luft (bzw. O,) 
gemessen werden. Bei 2-10 Torr war noch eine Abschätzung möglich. 
Unter Beachtung aller Vorsichtsmaßnahmen und Verwendung einer hoch- 
konstanten Speisespannung war die Reproduzierbarkeit der Meßwerte außer- 
ordentlich gut und wesentlich besser gewährleistet als bei einem McLeod. 


e) Temperaturmessung 


Die Messung der Probentemperatur erfolgte mit einem Le Chatelier- 
Element, mit dem eine Genauigkeit der Anzeige von + 2° C erreicht wurde. 
) J.B. Taylor, Rev. Scient. Instr. 6, 243 (1935). 5 eae 
") F.M. G. Johnson u. P. Larose, J. Amer. chem. Soc. 49, 312 (1927). Säle; 
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Die Schenkel des Elementes wurden bis 2cm über der Schweißstelle mit 
dünnen Quarzröhrchen gegeneinander isoliert und die Enden am Kühlschliff 
herausgeführt. Mit Ausgleichsdraht erfolgte der Anschluß an das Meß. 
instrument. Zur Vermeidung eines Beschlages der Schweißstelle und deren un- 
mittelbaren Umgebung mit Kupfer und dessen Oxyden war das ganze Element 
durch ein Quarzrohr geschützt, das am unteren Ende dünnwandig ausge- 
zogen war (d = 0,4 mm), um zusätzliche Wärmekapazitäten klein zu halten 2), 
Die Anordnung des Thermoelementes mit der Probenhalterung zeigt Abb. 3, 


y d) Widerstandsmessung 


= Der Probenwiderstand wurde sowohl mit einer einfachen Meßbrücke 

Felten und Guilleaume) bei Verwendung von Gleichspannung bestimmt 
auch mit Wechselspannung in einer Verstirker-Briickenanordnung ®) 


gemessen. Es zeigte sich nie ein Unterschied zwischen beiden Verfahren, d. h. 
Thermospannungen und damit Temperaturgefälle an den Elektroden waren 
zu vernachlässigen. Der Fehler der Widerstandsmessung war kleiner als 1%, 


in Rechnung gesetzt. 


m der Widerstand der Zuleitungen wurde nach sorgfältiger Bestimmung f 


‚Th e) Halterung und Herrichtung der Proben 


Abb. 3 zeigt eine Probe im Quarzrohr 
(30 mm 1. W.). Die dreikantige Form wurde 
gewählt, um längs der beiden Seitenflächen 
messen zu können. Dadurch konnten zwei 
Proben, die aus einem Kupferstück hergestellt 
waren und die eine völlig gleiche Behandlung 
erfahren hatten, miteinander verglichen wer- 
den. Auch war die Bestimmung der Abmes- 
sungen der Versuchskörper einigermaßen genau 
möglich, und durch Zersägen ließen sich kleinere 
Kupferoxydulproben für weitere Untersuchun- 
gen gewinnen. Als Elektrodenmaterial wurde 
an den Ecken gehämmerter Platindraht 
(0,3 mm &) eingeklemmt, der unten umgebogen 


> war, um ein Anliegen des Kupferoxyduls am 

V äußeren Quarzrohr zu vermeiden. Die Platin- 

‘ drähte waren mit 1,5-mm-Kanthal-Draht ver- 

- schweißt, der am Kühlschliff mit weißem 


x _  Siegellack eingekittet wurde. Das Kupferblech 
SS war an den Klemmstellen auf halbe Material- 
QS: Quarzschutzrohr für das Stärke gefräst worden, damit nach dem Ein- 
Thermoelement, IR: Isolations- klemmen der Elektroden die Stärke des Proben- 

_ réhrehen aus Quarz, P: Probe, körpers überall ungefähr gleica blieb. Dadurch 
8: Specksteinscheibe, Th: Ther- konnten unnötig lange Oxydationszeiten ver- 
moelement, K: Kanthal-Draht, = 

Pt: Platin-Draht, PW: Platin. ™ieden werden, denn doppelte Schichtdicke — 
Drahtwendeln wie sie beim Umbiegen eines nicht gefrästen 
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12) Dies war für Untersuchungen nötig, über die in der nachfolgenden Arbeit berichtet 
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Bleches entsteht — erfordert vierfache Oxydationszeit. Dem in Abb.3 ge- | 
zeichneten Specksteinkörper kam die Aufgabe zu, das in der Mitte sichtbare __ 
Thermoelement (im Quarzschutzrohr) zu zentrieren. Um ein Herabrutschen 
des Specksteinkörpers zu vermeiden, waren an den Kanthaldrähten kleine 2 
Platinwendeln angeschweißt, auf denen die Scheibe auflag. f Ri 
Als Ausgangsmaterial wurde in allen Fällen Elektrolyt-Kupfer des Mans- =| 
feld-Kombinates verwendet, das auch schon bei G. Blankenburg’)®) u a: 
nutzt wurde. Die Kupferbleche hatten eine Breite von 25mm und waren 
0,5mm bzw. 1mm dick. Die Länge einer Dreiecksseite betrug 21mm. Die __ 
Reinigung der Kupferproben erfolgte wie bei G. Blankenburg’)®) be- 
schrieben. 


3. Die Oxydation ie 

Der Oxydationsvorgang des Kupfers zu Kupferoxydul wird — wie mehr- 
fach nachgeprüft wurde — sehr gut durch die von Wagner aufgestellte 
Zunder-Theorie®) beschrieben. 

In der vorliegenden Arbeit wurde die Oxydation der Kupferproben in allen 
Fällen bei 900° C mit über Silicagel getrockneter Luft bei O,-Partialdrucken 
zwischen 8 und 4 Torr durchgeführt. 

Der einströmenden Luft wird durch das Kupfer Sauerstoff entzogen und 
damit die Gaszusammensetzung verändert. Der Sauerstoff-Partialdruck ist 
nun kleiner als !/, des am Manometer abgelesenen Wertes. Will man bei kon- 
stantem Sauerstoffdruck oxydieren, so muß entweder reiner Sauerstoff ver- 
wendet werden, oder der Luftdurchsatz durch die Oxydationsanlage muß so 
groß sein, daß die Gaszusammensetzung nur unwesentlich geändert wird. 
Durch Nichtbeachtung dieser Tatsache können Abweichungen bei der Be- 
stimmung der Zunder-Konstanten auftreten. Desgleichen muß eine Tem- 
peraturschwankung bei der Regelung des Ofens einen starken Einfluß auf die 
Messung ausüben. 

Es wurde folgender Versuch durchgeführt: Eine Dreikantprobe von 0,5mm 
Stärke, deren Falzstellen nicht gefräst waren, so daß ihre Dicke dort 1mm 
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Abb. 4. Sauerstoffdefizit der oxydierenden Atmosphäre und Leitfähigkeit einer 0,5-mm- 
Dreikantprobe in Abhängigkeit von der Oxydationszeit ; 


13) C. Wagner, Z. physik. Chem. (B) 21, 25 (1933). rly; eu 
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betrug, wurde bei einem Luftdurchsatz von 5 - 10° em? - h! oxydiert. Der 
Partialdruck des Sauerstoffs betrug 4 Torr. Die durchgesaugte Luft wurde 
nach Verlassen der Pumpe in eine 20 m lange Schlauchleitung gedrückt, an 
der in einem anderen Stockwerk des Institutes ein magnetischer Sauerstoff- 
_ schreiber angeschlossen war. Abb. 4 zeigt das Sauerstoffdefizit in Abhängig- 
keit der Zeit. Der O,-Gehalt der oxydierenden Atmosphäre wird also bei 
diesem relativ hohen Gasdurchsatz im Maximum von 20,9% auf 20,0% 0, 
herabgesetzt. Da die Oxydationsgeschwindigkeit jedoch nur mit der 7. Wurzel 
druckabhängig ist, kann es bei kleinem Gasdurchsatz zu ganz erheblichen Ab- 
weichungen von der Luftzusammensetzung kommen. In Abb. 4 ist über der 
Sauerstoffdifferenz noch die Leitfähigkeit der Probe geschrieben (mit Zu- 
leitung von 1,5 Ohm). Man sieht deutlich die kleine Leitfähigkeitsminderung 
zur Zeit t = 0, als der Ofen über das Quarzrohr gefahren wurde. Nach etwa 
13 Stunden war die Probe ‚„durchoxydiert‘, d.h., zwischen den Elektroden 
war keine zusammenhängende Kupferschicht mehr vorhanden. Der Wider- 
stand des Versuchskörpers stieg sprunghaft an. Wie man sieht, sind alle zuge- 

hörigen O,-Gehalt-Werte um die ,,Tot- 


zeit“ — bedingt durch die lange 
Cu;0 Schlauchleitung (etwa 300 em?) — nach 


, rechts verschoben. Um diese Zeit ver- 

schoben sieht man auch- eine Ab- 

kniekung der Sauerstoffkurve bei Ein- 

Abb. 5. Schema zum Verbleib von Cu- treten des Widerstandssprunges. Doch 
Inseln an den Pt-Kontakten nach ,,Durch- 

oxydation“ einer Probe, die an den ergibt sich die Tatsache, daß noch 

Kontaktflächen nicht auf halbe Material- +Stunden lang die Sauerstoffminderung 

stärke gefräst worden ist über der Nachweisgrenze der Meb- 

anordnung lag. Dies ist nicht verwun- 

derlich, da die 1 mm starken Elektrodenschichten wegen der doppelten Dicke 

nach dem Anlaufgesetz vierfache Oxydationszeit benötigen. Es bleiben also 

vorläufig um den Platindraht noch Inseln von Restkupfer stehen, die erst 

mit fortschreitender Oxydationszeit in Oxydul umgewandelt werden (vgl. 


hierzu Abb. 5). 


4. Die Leitfähigkeit bei Vorhandensein von Restkupfer iam 
a) Der Einflu8 von Restkupfer auf den Partialdruck 


Bei hohen Drucken ist der Gasdurchsatz groB und daher die Ermittlung 
des Sauerstoff-Partialdruckes durch Division mit 5 (bei Verwendung von 
Luft) gestattet. Geht man jedoch zu kleineren Drucken iiber, so ist wegen der 
begrenzten Saugleistung der Pumpen der Gaszustrom zu drosseln. Für Drucke 
im Bereich um 10? Torr und kleiner betrug bei der verwendeten Apparatur — 
die den Anordnungen der Vorgänger in diesem Punkt praktisch gleich war — 


der Gasdurchsatz nur noch 0,4 cm’ - h-! (= 8 - 10-2em? - h1 0,)! (Eine Über- 
_ schlagsrechnung auf Grund der Saugleistung der Diffusionspumpe führt zu 
einem Resultat der gleichen Größenordnung.) Ist in diesem Fall noch Rest- 
kupfer vorhanden, so unterscheidet sich der Sauerstoffgehalt um Zehner- 
potenzen vom Gehalt der Luft! Um eine Abschätzung hierfür zu erhalten. 
_ wurde die oben genannte Probe 8 Stunden nach dem Widerstandssprung durch 
Schließen des Zuström- und des Absaughahnes bei 1 Torr Luft in ihrem 
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Volumen abgesperrt. Sofort stieg der Widerstand durch Sauerstoffaufzehrung 
stark an, um nach 30 Minuten den doppelten Wert zu erreichen. Der oxydierte 
Teil der Probe stand unter einem rene Sauerstoff-Partialdruck, der sich 
bei Annahme der Beziehung x ~ po. gerade zu !/,,, des Ausgangswertes 
ergibt. In der gleichen Zeit fiel der Druck auf etwa 0,8 Torr. Aus der Steil- 
heit der Kurve des Widerstandsanstiegs im Moment des Absperrens wurde 
der momentane Sauerstoffverbrauch zu 3 em? - h-1 — entsprechend 15 em®-h-1 
Luft — bestimmt. Der Vergleich mit dem Gasdurchsatz bei tiefen Drucken 
ergibt sofort die Unzulässigkeit der Division durch 5 bei der Ermittlung des 
Sauerstoffs-Partialdruckes. 


b) Der Einflu8 der Verarmungszone 


Es bleibt nun zu untersuchen, ob man bei Verwendung von reinem Sauer- 
stoff zu richtigen Resultaten gelangen wird. Die Druckanzeige ist in diesem 
Fall korrekt und der Sauerstoffdurchsatz bei gleichem Gaszustrom und gleicher 
Absaugung um den Faktor 5 größer als bei Luft. 


Wir müssen uns jetzt der Zone zuwenden, die dem Restkupfer vorgelagert 
ist (s. hierzu Abb. 5). In diesem Bereich besteht bis zum Probenrand ein 
Gradient des Sauerstoffüberschusses. An der Grenze zum Kupfer ist dieser 
Überschuß gering (nur durch die Sauerstofflöslichkeit des Kupfers gegeben, 
bevor es zu einer Cu,O-Keimbildung kommt), während er an der Phasen- 
grenze Cu,O/Gas beachtliche Werte annehmen kann. Unter der Voraussetzung, 
daß die Phasengrenzreaktion hinreichend schnell verläuft und das Konzen- 
trationsgefälle nur durch den Diffusions-Koeffizienten der Cu-Leerstellen be- 
stimmt wird (für Temperaturen über 700° C gut erfüllt), kann die O,-Kon- 
zentration an der Phasengrenze Cu,0/Gas gleich der des Gleichgewichtes bei 
dem betreffenden Druck und der Versuchstemperatur gesetzt werden. Es ist 
also dem Kupfer, in das die Stromzuführungen eingeklemmt sind, eine Zone 
von Kupferoxydul mit örtlich veränderlicher Cu-Leerstellenkonzentration 
vorgelagert. Da die Konzentration dieser Leerstellen (bestimmend für den 
elektrochemischen Potentialgradienten) gleich der Konzentration der Defekt- 
elektronen ist (bestimmend für die Leitfähigkeit), muß diese Zone — im fol- 
genden als ‚‚Verarmungszone“ bezeichnet — einen höheren spezifischen 
Widerstand (bei Zugrundelegung der Definition durch das Volumenintegral 
über diese Schicht) aufweisen als der Teil der Probe, der mit der Gasatmo- 
sphäre im Gleichgewicht steht. Der Meßstrom muß die Verarmungszone jedoch 
in jedem Fall passieren. Bei großer O,-Nachlieferung — wie sie bei hohen 
Drucken und Gasdurchsätzen gewährleistet wird — ist der Sauerstoffgradient 
sehr steil und die Ausdehnung der Verarmungszone gering. Bei sinkender Gas- 
zufuhr muß sich die Zone ausweiten und damit einen größeren Einfluß auf 
den Gesamtwiderstand ausüben, da die Oxydationsgeschwindigkeit mit einem 
Exponenten von po, fällt, der kleiner als 1 ist. Die Leitfähigkeit wird also bei 
kleiner werdendem Gasdurchsatz — kleinerem Druck entsprechend — schneller 
fallen, als sich bei Nichtbeachtung dieser Überlegungen erwarten läßt. 

Wenden wir uns jetzt der Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit 
einer solchen Probe mit Elektrodenrestkupfer zu. 

Bei hohen Drucken ist der Einfluß der Verarmungszone in erster Näherung 


wieder zu Im Gebiet Gasdurchsatzes, d. h. 


| 
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von 10-* Torr und kleiner, wird der Einfluß wieder stärker, doch kann der 
‘Sauerstoffiiberschu8 nur so weit fallen, bis er dem Gleichgewicht beim Zer- 
setzungsdruck der Kupferoxydulphase entspricht. Bei 1000°C wird der 
Zersetzungsdruck aber bald erreicht. Man wird bei dieser Temperatur also 
nur einen kleinen Abfall der Leitfähigkeit finden können, wenn er überhaupt 
nachweisbar ist. Wegen der Abhängigkeit von der Größe des Gasdurchsatzes 
ist er von Meßanordnung zu Meßanordnung verschieden. (Es sei gleich hier 
bemerkt, daß der Gasdurchsatz bei 1000° C und kleinen Drucken auf Grund 
der Durchlässigkeit von Quarz für Sauerstoff bei dieser Temperatur schon 
merklich höher liegt als unterhalb 850° C.) Wird nun die Druckabhängigkeit 
der Leitfähigkeit auf der 700° C-Isothermen untersucht, so ist wegen der 
größeren Affinität bei dieser Temperatur (der Zersetzungsdruck liegt wahr- 
scheinlich bei © 10 Torr) unter gleichzeitig verringerter Diffusionsgeschwin- 
digkeit mit einer stärkeren Ausdehnung der Verarmungszone zu rechnen. 
Der Abfall der Leitfähigkeit nach kleinen Drucken wird stärker auftreten als 
bei höheren Temperaturen. Die gleichen Überlegungen kann man für die 
anderen Temperaturbereiche des Existenzgebietes anstellen. Es wäre jedoch 
voreilig zu folgern, daß der Abfall bis zu dem Wert der Leitfähigkeit erfolgt, 
den das Kupferoxydul bei der betreffenden Temperatur an der Phasengrenze 
zum Kupfer annimmt, denn der Gasdurchsatz kann nie auf Null gesenkt 
werden. 


e) Vergleich bisheriger Messungen mit den neuen Überlegungen 


Die Messungen von Dünwald und Wagner?) wurden bei Drucken 
> 10? Torr und hohem Gasdurchsatz durchgeführt. Wir finden das Ver- 
halten, das von der Theorie gefordert wird. Gundermann, Hauffe und 
Wagner‘) hatten Probendicken von 0,1mm bei einer Kontaktstärke von 
2mm. Die Oxydationszeit betrug bei 900° C zwei Tage mit po, = 9 Torr. 
Es war also mit Sicherheit Restkupfer vorhanden, da fiir 2 mm Kupferstärke 
unter diesen Bedingungen 5 Tage Oxydation erforderlich sind. Die Messung 
wurde mit reinem Sauerstoff durchgeführt. Es gelten also unsere Über- 
legungen des Abschnittes 4b). Wir können feststellen, daß diese Betrachtungen 
in vollem Einklang mit den Ergebnissen stehen. 


Die Ergebnisse von Gundermann, Hauffe und Wagner sind später 
von Böttger°)®) nachgeprüft worden. In dieser Arbeit ergaben sich im Prinzip 
die gleichen Resultate. Jedoch hat Böttger die Messungen bis in den Bereich 
noch kleinerer Drucke (etwa 10-5 Torr po,) ausgedehnt. Die Verwendung von 
Luft macht zu den Überlegungen des Abschnittes 4b) auch noch die Be- 
trachtungen von 4a) erforderlich, da die Messungen ebenfalls mit Restkupfer 
erfolgten. Eine Ausnahme dürfte die 5. Messung der Probe 314) der zitierten 
Arbeit®) machen. Alle bei Böttger gefundenen Effekte wie Zeitabhängigkeit 
der Einstellgeschwindigkeit, Leitfähigkeitsabfall bei kleinen Drucken und 

der Leitfähigkeit ergeben sich zwanglos aus unseren 
rlegungen ohne zusätzliche Annahmen. Senkt man nämlich den Druck 


. kleinstem doch konstantem Luftzustrom, so wird sich durch das Gleich- 
gewicht zwischen Sauerstoffverbrauch und -nachlieferung ein O,-Partial- 
druck einstellen, der annähernd unabhängig vom Gesamtdruck ist. Es kommt 
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zu einer Druckunabhängigkeit der Leitfähigkeit, die jedoch nur in einem Zeit- Al 4 
intervall beständig ist, in dem der Sauerstoffverbrauch näherungsweise z 
konstant ist. Für unsere Betrachtung sprechen auch die Beobachtungen von = 
Böttger, daß alle angeführten Effekte bei längerer ‚„Temperung“ — rich- 
tiger: Oxydation — schwächer wurden. 

Auf die Messungen von Blankenburg®)?) wird in der nachfolgenden 
Arbeit eingegangen. Es sei jedoch hier bereits darauf hingewiesen, daß bei 
der Meßreihe mit 4stündiger Haltezeit ebenfalls Proben mit Restkupfer ge- 
messen worden sind, wie sich aus den mitgeteilten Probendicken und Oxyda- a a 

Für die Darlegungen von 4b) können die Meßergebnisse von Gunder- = F 
mann, Hauffe und Wagner angeführt werden, die unter relativ genau 
definierten Bedingungen gearbeitet haben. 

Um die Erörterungen von 4a) zu prüfen — ohne hierbei die unter 4b) ge- u 
schilderte Verarmungsschicht mit zu messen —, wurde folgender Vous 
durchgeführt: Eine Dreikantprobe, deren eine Seite und die beidenEndenimm © 
dick waren, während die zweite wo 
Seite auf 0,5 mm und die Kontakt- 08 
flächen auf 0,3mm (bei Faltung 
also 0,6 mm) gefräst worden waren, 
wurde wie üblich oxydiert. Nach 
40 Stunden, als also die 0,5-mm- 
Seite und die Kontakte mit Sicher- 
heit längst durchoxydiert waren, 
während die 1-mm-Seite noch 
metallisches Kupfer enthielt, wurde 
die Leitfähigkeit der oxydierten 
Schicht in Luft als Funktion des -08 
Druckes (Gesamtdruck durch 5 a 2 
dividiert) gemessen. Das Ergebnis 109 (Po, [Torr]) 
zeigt Abb. 6. Die Messungen wur- Abb. 6. Leitfähigkeit in Luft bei Anwesen- 
den teils bei fallendem und teils heit von Kupfer im Gasraum; © — bei tal- 
bei steigendem Druck durchgeführt. lendem Druck; @ — bei steigendem Druck; 

U] — Zuströmhahn geschlossen 
Man sieht deutlich, wie sich bei oe 
kleinen Drucken ein Gleichgewicht zwischen Sauerstoffnachlieferung und -ver- _ 
brauch einstellt und somit die Leitfähigkeit druckunabhängig wird. Die jeweils 7 
zugehörigen Gasdurchsätze (bezogen auf Luft bei Normalbedingungen) sind 
angegeben. Bei kleinen Drucken ist die Veränderung der Zustandsbedingungen _ 
nur durch verschiedene Absaugung bei kleinstem Gasdurchsatz zu erreichen. 
Unsere vorher angestellten Überlegungen werden also voll bestätigt, und die 
von Böttger und Vorgängern gefundenen Effekte finden ihre Erklärung. 
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5. Der Einfluß des Knudsen-Effektes 


Die Abhängigkeit der Leitfähigkeit des Kupferoxyduls auf einer Isothermen 
wird aus dem Modell abgeleitet, das Gl. (1) wiedergibt. 


(Gas) — Cu,O + 2CuQ’+2®. 
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CuQ’ soll das Symbol für eine Cu+-Leerstelle und ® das Symbol für ein 

Defektelektron (Cu++) sein. Nach dem Vorgang von Wagner wird auf diese 

Gleichung das Massenwirkungsgesetz angewendet, so daß sich ergibt 


K: po, . (2) 
Die zcun’ und x, bedeuten die Konzentrationen der Kupfer-Leerstellen 


bzw. der Defektelektronen. Die Konzentration des Kupferoxyduls ist als 
praktisch unveränderlich in X mit hineingenommen. Da nun BUNT 


Xcun’ = Te 
und die Leitfähigkeit x proportional zu x, ist, wird mit (2a) TR 
1/8 


Mißt man die Leitfähigkeit bei hohen Temperaturen und kleinem Druck, für 
den die freie Weglänge der Moleküle groß gegen die Gefäßdimension ist, so 
ist der Knudsen -Effekt zu berücksichtigen. Dieser Effekt besagt, daß unter 
den genannten Bedingungen innerhalb einer Vakuum-Apparatur im Gleich- 
gewicht eine Druckdifferenz zwischen zwei Stellen verschiedener Temperatur 
besteht. Und zwar ist 


A 
=| (4) 


Der Druck p, (im Meßgerät) wird im allgemeinen bei Zimmertemperatur 
bestimmt (7',), während sich die Probe bei etwa 1200° K befindet. Die Be- 
rücksichtigung des Knudsen -Effektes würde in diesem Fall etwa den Faktor 2 
ausmachen. Auf diese Korrektur wurde bereits von Dünwald und Wagner?) 
7 hingewiesen und der Hinweis von fast sämtlichen Autoren, die solche Ver- 
= suche beschrieben, übernommen. Die Druckwerte wurden jedoch nur in 
einigen Fällen korrigiert, da im „Knudsen-Gebiet‘ ohnehin Sondereffekte 
aufgetreten waren. 

a Wir müssen uns jetzt die Frage vorlegen, ob der Übergang von (1) zu (2) — 
; 7 bei Gültigkeit von (1) für hohe Drucke erlaubt — auch noch im Knudsen- 
“ Gebiet statthaft ist. Für die Aufrechterhaltung des Reaktionsgleichgewichtes(1) 
muß im Zeitmittel die Zahl der Gasmoleküle (O,), die pro Zeit- und Flächen- 
einheit mit der Probe reagieren, als verantwortlich angesehen werden. Diese 
Anzahl sei N genannt, n sei die Anzahl der Gasmoleküle (O,) pro cm? Gas, 

\ c sei die mittlere Geschwindigkeit der Moleküle und m die Masse eines Moleküls. 
i im, : Mit der Beschränkung auf das Knudsen -Gebiet ist nach der kinetischen Gas- 

theorie der Druck fiir ein Gas einer Molekiilart 


= PORT) (6) 


und 
(7) 
{a — Proportionalitätsfaktor). 
Für unseren Fall gilt mit (5) und (6) 
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Mit (7) kommen wir zu der Aussage 


N = ,, (10) 


d.h., die Zahl der Moleküle, die pro Zeit- und Flächeneinheit mit der Probe 
reagieren, ist im Gleichgewicht nicht temperaturabhängig. 

Berücksichtigen wir dieses Ergebnis bei der Aufstellung der Massen- 
wirkungsgleichung, so kommen wir zu dem Schluß, daß der Knudsen- 
Effekt bei der Auftragung der Leitfähigkeit über dem Druck, der im Mano- 
meter gemessen wird, nicht berücksichtigt werden darf. Für den Ort der 
Probe bleibt selbstverständlich der höhere Druck bestehen, doch wird er nur 
durch die größere kinetische Energie der stoßenden Moleküle verursacht 
und nicht durch eine eventuelle Erhöhung der Zahl dieser Stöße. 

Die hier angestellten Betrachtungen gelten natürlich nur für das Knudsen- 
Gebiet. Für hohe Drucke bleibt Gl. (2) korrekt, während für das Übergangs- 
gebiet hier nichts ausgesagt werden soll. Es ist jedoch die Annahme sehr nahe- 
liegend, daß auch hier keine Korrekturen nötig sind. 


Der Vergleich mit (4) ergibt 


6. Die Leitfähigkeit des Kupferoxyduls im thermodynamischen Gleichgewicht 
a) Die Leitfähigkeit im Existenzgebiet 


Um Restkupfer und unnötig lange Oxydationszeiten zu vermeiden, waren 
die Kupferbleche an den Klemmstellen auf halbe Materialstärke gefräst 
worden. Es zeigte sich jedoch, daß ein strenges Gleichgewicht der Probe erst 
nach erheblich längerer Zeit eintrat, als sich auf Grund des Widerstands- 
sprunges erwarten ließ. Vermutlich ist hierfür die Reaktion des Kupferoxyduls 
mit dem Elektrodenplatin verantwortlich zu machen, auf die schon von 
Gundermann, Hauffe und Wagner hingewiesen wurde. Es mußte deshalb 
gewartet werden, bis der im Kupferoxydul eingebettete Teil des Platin- 
drahtes im annähernden Gleichgewicht mit dem Diffusionsprozeß stand. Der 
Einfluß der nun noch vorhandenen 08 | 


Diffusion in Richtung der Draht- 
achse konnte vernachlässigt werden. 4 °C 


Als Bestatigung fiir diese Kupfer- En 
| 

800°C 


2 


diffusion darf wohl die Tatsache ge- 
wertet werden, daß noch nach 
30stiindiger Oxydation (Wider- 
standssprung nach 8 Stunden) bei 
kleinen Drucken im abgesperrten 


‚ log (x 


Volumen ein zeitlicher Widerstands- 700°C 

anstieg bei Druckfall gefunden 

wurde. Der Effekt war jedoch sehr -08 
gering. Ein Vorhandensein von -3 “2 0 4 
Kupferinseln innerhalb der Probe er- log (pa, Torr) 


scheint nachsolanger Oxydationszeit 
unwahrscheinlich. Nach 40 Stunden 
war jedoch an 0,5-mm-Proben keine 
Veränderung mehr feststellbar. 


Ann. Physik. 7. Fo'ge, Bd. 3 
a 


Abb. 7. Leitfähigkeit von Kupferoxydul 

im thermodynamischen Gleichgewicht; 

Probe V (0,5 mm Cu), Bombensauerstoff; 

O — bei fallendem Druck; @ — nach schnel- 
len Druckänderungen 
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Wenn die Gln. (1) bis (3) unter Berücksichtigung unserer Betrachtungen 
über den Einfluß des Knudsen-Effektes innerhalb des vermessenen Be- 
reiches berechtigt sind, so muß man bei Untersuchung der Druckabhängig- 
keit auf Isothermen bei bilogarithmischer Auftragung, Geraden mit einem 
Steigungsmaß 1/n (mit n = 8) für die Leitfähigkeit erwarten. Wegen des 
starken Temperaturkoeffizienten des 
halbleitenden Materials ist hierfür 
eine gute Temperaturkonstanz zu 
fordern (bei unseren Messungen 
wurde + 2°C erreicht). Bei tiefen 
Drucken muß wegen des geringen 
Gasdurchsatzes genügend lange bis 
zur Gleichgewichtseinstellung ge- 
wartet werden. Die unter Einhaltung 
der genannten Bedingungen gemes- 
senen Werte sind für 3 Proben in 
den Abb. 7 bis 9 aufgetragen. Um 

=3 2 =4 mit Sicherheit im Existenzgebiet 

log (pp, Torr]) des Kupferoxyduls zu bleiben, wur- 

Abb. 8. Leitfähigkeit von Kupferoxydul den die Messungen nach hohen 

im thermodynamischen Gleichgewicht, Drucken nur bis zu Werten ge- 

Probe VI (1mm Cu), Luft; Zeichen wie trieben, die sich unterhalb der 

in Abb. 7 tiefstliegenden in der Literatur )§) 

verzeichneten Gleichgewichtsgraden 

100°C: Cu,0/CuO befinden. Aus den Bild- 

i texten sind die Bedeutungen der ver- 

schiedenen Zeichen zu entnehmen, 

 0°C:n-84 ebenso die verwendete Gasatmo- 
| sphäre und die Probendicke. 

v Die schon bekannte Tatsache, 

800°C;n=83 daß die isotherme Leitfähigkeit von 

Be Kupferoxydul nur vom Sauerstoff- 

_— Partialdruck des Gasgemisches ab- 
RT hängig ist, wird nochmals bestätigt. | 
Für den verwendeten Bomben- 
Sauerstoffergabdie Analyse 2,5 % N,. 
Die Durchführung der Versuche mit 


7) 


oO 


ı log (2 
R 


-1 
log (pol Tor"}) 
Abb. 9. Leitfähigkeit von Kupferoxydul reinem elektrolytisch erzeugten 
im thermodynamischen Gleichgewicht, Sauerstoff (aus Ba(OH),-Lösung 


mit Spülelektrode5)) führte zu den 
A — bei steigerdem Druck; andere Zeichen- gleichen Meßwerten. 

erklärung s. Abb. 7 Die Ergebnisse zeigen eine außer- 

ordentlich gute Übereinstimmung 

mit der Theorie und von Probe zu Probe eine recht geringe Streuung, die in erster 

Linie durch die Ungenauigkeit der Bestimmung der geometrischen Abmes- 

sungen und durch die Reproduzierbarkeit der Meßtemperatur bedingt sein 


15) Angerer-Ebert: Technische Kunstgriffe bei physikalischen Untersuchungen, 
32 (Braunschweig 1954). 
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wird. (Alle Proben wurden aus dem gleichen Ausgangsmaterial hergestellt.) 
In Abb. 9 (hier liegen die meisten Meßpunkte vor) ist bei jeder Temperatur 
das reziproke Steigungsmaß der Geraden eingetragen. Die Werte liegen alle 
über 8, während bisher n » 7 gefunden wurde. Diese Diskrepanz ist ver- _ 
hältnismäßig gering und eine genaue Entscheidung sehr schwierig, doch muß 
ein Vorhandensein von Restkupfer ein höheres Steigungsmaß — und somit 
kleineres n — zur Folge haben. Auch stand bei den Messungen der vorlie- _ 
genden Arbeit ein größerer Druckbereich zur Mittelwertsbildung zur Ver- 
fügung. 

Auf Grund dieser Messungen dürfen wohl die Betrachtungen über den 
Einfluß des Restkupfers und über den Knudsen -Effekt als bestätigt ange- 
sehen werden. 

Ju 
b) Die Leitfähigkeit an der Phasengrenze zum CuO ae 
und bei isothermer Überschreitung dieser Grenze 

Es war in diesem Rahmen von Interesse, die Existenzgrenze Cu,0/CuO 
nochmals zu bestimmen. Als recht genaues Verfahren erschien die isotherme 
Erreichung des Gleichgewichtes, denn theoretisch ist zu erwarten, daß nach 
Überschreitung der Grenze in das 
CuO-Gebiet hinein die Leitfähigkeit 08 
druckunabhängig wird. (Der Ver- 
lust an Cu,O-Substanz zugunsten 
von CuO muß hierbei vernachlässig- 
bar sein.) Führt man diese Messung 
in reinem Sauerstoff bei ganz ge- 
ringer Gaszufuhr durch, dann muß 
außer der Leitfähigkeit auch noch 
der Druck beim Überschreiten der 
Existenzgrenze konstant werden. 
Das Ergebnis eines solchen Ver- 
suches (bei 700°C wurde der O,- -3 -2 -1 0 
Einlaß mit dem Silberrohr vorge- log (po, [Torr]) 
nommen) zeigt Abb. 10. Beim Ab- App. 10. Leitfähigkeit von Kupferoxydul 
knicken der Leitfähigkeitskurve trat bei isothermer Überschreitung der Existenz- _ 
in jedem Falle strenge Druck- grenze zum Kupferoxyd 
konstanz ein — ein Zeichen dafür, 
daß die Gaszufuhr hinreichend langsam erfolgt war. (Die Messung der in 
Abb. 10 sichtbaren Kurven dauerte 10 Stunden.) Die Abbildung läßt deutlich 
erkennen, daß nach dem Überschreiten der Existenzgrenze die Leitfähigkeit 
einschwaches Maximum durchläuft, ehe sie konstant wird. Eine Übersättigung 
bis zur Keimbildung könnte eine Ursache für dieses Verhalten sein. 


900" 


— 


1 Log 
oO 


ec) Funktionsmäßige Darstellung der Meßergebnisse 


* 
Abb. 11 gibt eine Auftragung von Geradenpunkten der Abb. 9 über = 


mit dem Druck als Parameter. Die alle sehr gut parallel laufenden Geraden 

sind bis zu der wahrscheinlichen Existenzgrenze ausgezogen, die sich aus den 
Messungen der Abb. 10 ergibt, wenn man die drei Punkte durch eine Gerade Er AS. 
verbindet (vgl. auch Abb. 12). DC 
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Die gewonnenen Ergebnisse für die Leitfähigkeit im thermodynamischen 
Gleichgewicht lassen sich wie folgt zusammenfassen: 

Im ‚untersuchten Temperatur- und Druckbereich läßt sich mit guter 
Näherung die Leitfähigkeit des von uns vermessenen Kupferoxyduls im Exi- 
stenzgebiet durch 

log x = 3,13 +7 log Po, — 3,23 - T Page. W to (11) 


8, -7,43- - 
x = 1350-) po, -e (11a) 


beschreiben (po, in Torr gemessen), entsprechend 


EZ 
woraus sich durch Vergleich mit x = )-e ?*7 eine Ablösearbeit von E = 
1,30 eV ergibt. Die Temperaturabhängigkeit von x, wird gegen die e-Funk- 
tion vernachlässigt. 


08 RE, 2 
\ | 
of NN Cud 
“20 
-4 x 
N) 
BEN Cu+0, N 
10 41 “a 
Reziproke Temperatur (10°.°K~*] \ 


Abb. 11. Die Leitfähigkeit über der rezi- - ‘ 
proken Temperatur DruckalsPara- 06 08 10 12 
meter; die gestrichelte Gerade entspricht 5 Fi Reziproke Ternperatur [107- K7 
der Leitfähigkeit an der Existenzgrenze im Abb. 12. Linien gleicher Leitfähig- 
(vgl. Gl. (13)) keit und Existenzbereich (vgl. Text) 


4 i} 
5 pee Die wahrscheinliche Existenzgrenze Cu,0/CuO läßt sich etwa durch die 


103 
7 lo = — 13,5-— + 12,8 4 12 
13,5 


darstellen. Berechnet man aus (11) und (12) die Leitfähigkeit des Kupfer- 


oxyduls an der Phasengrenze zum CuO, so ergibt sich I. dws 
log x, = 4,73 — 4,972. 


Abb. 12 ist aus den angeführten Gleichungen berechnet worden. Die einge- 
zeichneten Meßpunkte entsprechen den experimentellen Werten der Abb. 10. 
Die gestrichelte Kurve ist einer Privatmitteilung von K. Hauffe an 
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G. Blankenburg entnommen und die Phasengrenze zum Kupfer nach der 

Nernstschen Gleichung berechnet®)*). Die Linien gleicher Leitfähigkeit 
wurden entsprechend den Erfahrungen der Messungen der Abb. 10 im CuO- 
Gebiet senkrecht nach oben gezogen. it 


= 
Herrn Prof. Dr. G.C.Ménch möchte der Autor für die Anregung zu — 2 
diesen Untersuchungen und für deren ständige Förderung danken. ia 


Halle (Saale), II. Physikalisches Institut der Martin-Luther-Universität. 


19 
ies Bei der Redaktion eingegangen am 25. September 1958. 
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Leitfähigkeitsmessungen an Kupferoxydul 
im Existenzgebiet bei Störung des EN 
| | Von K. Stecker 
Mit 6 Abbildungen 


Inhaltsübersicht 


Durch Messung der isothermen Einstellgeschwindigkeit der elektrischen 
Leitfähigkeit von Kupferoxydulproben bei 700° C bis 1000° C auf einen neuen 
Druck wird der Diffusionskoeffizient der Cu-Leerstellen annähernd bestimmt. 
Die Ergebnisse machen eine Revision des von G. Blankenburg und 0. 
Böttger?) entworfenen Abkühlungsmodelles nötig. 

Eine Nachprüfung der von G. Blankenburg’)*) in der X. Mitteilung 
dieser Reihe beschriebenen Versuche ergab, daß die dort gefundenen ,,ano- 
malen Hysteresen“ durch Überlagerung eines Störeinflusses entstanden 
waren. Der Störeinfluß wird ausführlich beschrieben, und bei seiner annähern- 
den Ausschaltung werden Abkühlungsmessungen mitgeteilt, deren Diskussion 
Ansatzpunkte für die oben genannte Revision des Abkühlungsmodelles enthält. 


2 1. Einleitung 

Die Ergebnisse der vorstehenden Arbeit 5) ließen die Vermutung aufkommen, 
daß nicht nur die von den theoretischen Überlegungen abweichenden Beob- 
achtungen von J. Gundermann, K.Hauffe und C. Wagner®) sowie 
O. Böttger”)®) auf einer Nichtbeachtung des sehr kleinen Gasdurchsatzes — 
bzw. Vorhandensein von Restkupfer — beruhen, sondern daß auch die von 
G. Blankenburg und O.Böttger?) mitgeteilte große Einstellzeit von 
Kupferoxydul-Proben auf neue Zustandsbedingungen im Bereich unter 10 
Torr hierdurch begründet sein könnte. Die Annahme der vergrößerten Ein- 
stellzeit ist jedoch ein wesentlicher Bestandteil des von den beiden Autoren 


‘» Auszug aus einer Dissertation der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat 
der Martin-Luther-Universität Halle-Wittenberg, Halle 1957. 

2) G. Blankenburg u. O. Béttger, Ann. Physik (6) 10, 241 (1952). 

3) G. Blankenburg, Dissertation d. Math.-Nat. Fakultat, Halle 1952. 

4) G. Blankenburg, Ann. Physik (6) 14, 290 (1954). 

5) K. Stecker, Ann. Physik (i) 8, 55 (1959). 

6) J. Gundermann, K. Hauffe u. C. Wagner, Z. physik. Chem. (B) 37, 148 (1937). 

7) O. Böttger, Dipl.-Arb. d. Math.-Nat. Fakultät, Halle 1951. 

8) O. Böttger, Ann. Physik (6), 10, 232 (1952). 
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K. Stecker: Leitfähigkeitsmessungen an Kupferoxydul 


in der zitierten Arbeit entworfenen Abkühlungsmodelles, das das Leitfähig- 
keitsverhalten von Kupferoxydulproben im ,,eingefrorenen“ Zustand nach _ 
vorheriger Temperung im Existenzgebiet beschreiben soll. Pa 7 
Unter dem gleichen Blickwinkel mußten auch die Messungen von G. 
Blankenburg?)*) nochmals betrachtet werden, der bei dynamischen Ver- $ 
suchen — die Probe wurde von 1000° C auf 900—600° C mit mittlerer Ge- _ 
schwindigkeit abgekühlt und dann wieder auf die Anfangstemperatur auf- | 
geheizt — ein zeitliches Verhalten der elektrischen Leitfähigkeit beobachtete, _ 
das bei kleinen Drucken den Erwartungen und dem Verhalten bei hohen ur 
Drucken genau entgegengesetzt war. Diese Erscheinung wurde als „anomale — 
Hysterese‘‘ bezeichnet. Eine Erklärung konnte nicht gegeben werden. Da _ 
also alle Besonderheiten nur bei kleinen Drucken aufgetreten waren — wo | 
auch der Gasdurchsatz sehr klein ist — schien eine Nachprüfung vonnöten. 
waren also folgende Untersuchungen anzustellen: 


i. Bestimmung des Diffusionskoeffizienten der Kupfer-Leerstellen, 
also eine Messung der Einstellzeit von Kupferoxydulproben auf einen neuen 5 7 
Druck in Abhängigkeit von Temperatur und Druck. Dabei schien eine Be- _ 
schränkung der Versuchstemperatur auf das Gebiet zwischen 1000°C und oi 
700° C als vorläufig genügend. Der Druckbereich war hierbei durch die Exi- | 
stenzgrenzen bzw. durch die Leistungsfähigkeit der Pumpanordnung einge- 

2. Wiederholung der von G. Blankenburg?)®) ausgeführten Hysterese- _ 
versuche und eventuelle Erweiterung derselben für eine Prüfung ‘des von : a 
G. Blankenburg und O. Béttger?) gegebenen Abkühlungsschemas. 


2. Die Meßanordnung und Herrichtung der Proben 


Als Meßanordnung diente fast die gleiche Apparatur, die in der vorstehen- 
den Arbeit) Verwendung fand. Deshalb sollen hier nur noch ein paar An- 
derungen bzw. Zusätze beschrieben werden. Vorerst seien jedoch nochmals \ 
die in der Abb. 6 der vorstehenden Arbeit eingezeichneten Gasdurchsätzee 7 
durch die Versuchsapparatur angegeben, die in diesem Punkte den Anord- _ ma) 
nungen von G. Blankenburg und O. Böttger entsprach. Kar 

Vom Normaldruck bis 1 Torr betrug der Gasdurchsatz 5-10%cem*-h-!, > 
von 1 Torr bis 6 - 10? Torr noch 0,64 - 10% cm? - h-1, aber unterhalb 6 - 10? Torr 7 
nur noch 0,4 em? - h-!! Also fand hier eine plötzliche Senkung statt, die mehr 
als den Faktor 1000 ausmachte. Die Angaben beziehen sich auf Luft unter 
Normalbedingungen. 

Für die Messung der Einstellgeschwindigkeit der Probe auf einen neuen 
Druck war ein Gefäß erforderlich, das — nur durch einen Hahn vom Proben- 
raum getrennt — gestattete, über eine Gaspipette und die Verbindung zur 
Diffusions- bzw. Vorpumpe einen höheren Druck einzustellen, der dann 
plötzlich durch Öffnen des Hahnes auf die Probe gegeben werden konnte. 
Das Volumen dieses Gefäßes war fast ebenso groß wie das Volumen, in dem 
sich die Probe befand (gerechnet bis zu den Hähnen, die in der Zuström- und 
Absaugleitung lagen). Sollte eine plötzliche Druckverringerung erreicht werden, 
so wurden die übrigen Teile der Pumpe und auch das soeben beschriebene 
„Ausgleichsgefäß‘‘ auf Hochvakuum abgepumpt. Durch Schaltung dieser — 
evakuierten Gefäße auf das „Probenvolumen‘“ konnten dann entsprechend 


le 


| 
| 


Ling Annalen der Physik. 7. Folge. Band 3. 1959 


kleinere Drucke eingestellt werden. Es ließen sich so Druckverminderungen 
um die Faktoren 2 und 3 sowie 10 erreichen. 


Die Druckmessung erfolgte mit dem Wärmeleitungsmanometer; und bei 
den Abkühlungsversuchen wurde — bei sehr schneller Temperaturänderung — 
die Spannung des Le Chatelier-Elementes auf einen hochstabilen Zer- 
hackerverstärker eigener Bauart mit 10-4 V Anzeigegenauigkeit gegeben, der 
in Verbindung mit einem Schleifenoszillographen eine registrierende Tem- 
peraturmessung gestattete. Der gleiche Verstärker — bei herausgezogenem 
Zerhacker — wurde im Diagonalzweig einer geeignet dimensionierten Wechsel- 
spannungsbrücke zur Registrierung des Probenwiderstandes verwendet, wenn 
die isotherme Einstellung der Probe auf einen neuen Druck verfolgt wurde; 
denn die Widerstandsänderungen waren teilweise gering, da die Leitfähigkeit 
nur mit der 8. Wurzel druckabhängig ist. Zugleich gestattete der Einsatz des 
Verstärkers die Verwendung kleiner Brückenspeisespannungen, wodurch eine 
zusätzliche Erwärmung der Probe durch den Meßstrom vernachlässigt werden 
durfte. Wegen des hochohmigen Verstärkereinganges war auch bei stark 
unterschiedlichen Probenwiderständen eine leichte rechnerische Auswertung 
der Registrierstreifen möglich, und Thermospannungen konnten keine Meß- 
wertverfälschung verursachen, da der Verstärker (bei herausgezogenem Zer- 
hacker) nur die Wechselspannung registrierte. 


Die Aufzeichnung des Probenwiderstandes bei sehr schneller Abkühlung — 
es war eine Widerstandsänderung über etwa fünf Zehnerpotenzen zu ver- 
folgen — wurde ebenfalls mit dem Schleifenoszillographen unter Verwendung 
einer Röhrenschaltung, die 
in Abb. 1 im Prinzip wieder- 
gegeben ist, vorgenommen. 
Die Probe R, bildet mit 
dem jeweils gewählten 
Widerstand des Stufen- 
schalters eine Teilung der 
Akkuspannung. Diese Teil- 
spannung wird auf das Gitter 
der als Triode arbeitenden 
Abb. 1. Schaltung zur Aufnahme des Widerstandes EL 11 gegeben. Die Dimen- 
bei der Abkühlung. Die Stabilisatoren liegen im sionierung war so erfolgt, 

Netzgerät daß bei einer Änderung von 

R,im Bereich von 0,2 R, bis 

2 R, (R, ist der jeweils am Stufenschalter eingestellte Vergleichswiderstand) 
die im Kompensationskreis liegende Meßschleife MST 5 mit je 5 mA in beiden 
Richtungen ausgesteuert wurde. Die Wahl von R, konnte von Hand vorge- 
nommen werden. Man sieht sofort, daß der Schleifenstrom bis zu R, » 10° 2 
nur vom Verhältnis R,:R, abhängig ist (bei höheren Widerständen macht 
sich der Gitterstrom bemerkbar). Das bedeutet eine außerordentliche Er- 
leichterung für die Auswertung. Es wurden jedoch auf jedem Oszillogramm 
50 Eichwerte mit aufgenommen, um keine Verfälschung durch Verschiebung 
der Röhrenkennlinie (Alterung, Änderung der Akkuspannung) zu erhalten, da 
die Röhre nicht gegengekoppelt war. Diesem Verfahren war durch die Mehr- 
der Breite des auch eine hohe Meß- 
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genauigkeit eigen. Beim Abkühlungsvorgang auftretende Thermospannungen _ 
waren mit Sicherheit wesentlich kleiner als das Gitterpotential. 
Die Halterung und Herrichtung der Proben ist bereits in der vorstehenden 
Arbeit ausführlich beschrieben worden (vgl. dort auch Abb. 3). nr 
Als Ausgangsmaterial wurde in allen Fällen Elektrolyt-Kupfer des Mans- | 
feld-Kombinates verwendet, das auch schon bei G. Blankenburg?)®) be- __ 
nutzt wurde. Die Kupferbleche hatten eine Breite von 25mm und waren 
0,5 mm bzw. 1 mm dick. Die Länge einer Dreikantsseite betrug 21 mm. Die 
Reinigung der Kupferproben erfolgte wie bei G. Blankenburg?)*). Die _ 
Proben wurden bei 8 Torr O,-Partialdruck und 900°C oxydiert, bis keine tan 
Spuren von Restkupfer mehr vorhanden waren. Dann erfolgte die Messung, 
ohne daß vorher das Existenzgebiet des Kupferoxyduls einmal verlassen wurde. lJ 


3. Leitfähigkeitsbeobachtungen an Kupferoxydul außerhalb des thermo- 
dynamischen Gleichgewichtes 


Wenn nicht auf die Verwendung von Luft ausdrücklich hingewiesen wird, | 
erfolgten alle Messungen in reiner Sauerstoff-Atmosphire. 


Die Theorie des Diffusionsvorganges ist ausführlich bei K. Hauffe®) | 
zu finden. Eine exakte Auswertung der Messungen schien wegen der Größe 
der Meßfehler nicht sinnvoll, weshalb nach einem von H.Dünwald und 
C.Wagner™) angegebenen graphischen Näherungsverfahren gearbeitet — 
wurde, mit dem sich der Diffusionskoeffizient der Kupfer-Leerstellen ziemlich 
leicht ermitteln ließ. 

Wenden wir uns nun erst einmal der Frage der Meßwertverfälschung durch ie ar 
Störeinflüsse zu. 


: Als trivialer Effekt ist der Einfluß der Zeitdauer zu nennen, die ver- — 
streicht, bis sich die Druckdifferenz zwischen dem Probenvolumen und dem 
Ausgleichsgefäß nach Öffnen des Hahnes ausgeglichen hat. Für große Drucke 
liegt diese Zeit (10-1 sec) weit unterhalb der Einstellzeit der Probe. Für kleine | 
Drucke ist jedoch der Diffusionswiderstand der Rohrleitung nicht mehr zu 
vernachlässigen. Eine rechnerische Abschätzung auf Grund der Geometrie 
der Anordnung ergab im ungünstigsten Fall 10 Sekunden, bis 90% des End- | 
wertes erreicht waren. Für dünne Proben (unter 0,5mm Dicke) und hohe —© 
Temperaturen (1000° C) wird diese Zeit vergleichbar mit der Einstellzeit bei 
hohen Drucken. Im Vergleich zu den bisher bestimmten Zeiten für die Gleich- 
gewichtseinstellung*)*)") bei kleinen Drucken ist sie jedoch zu vernachlässigen. 

Der Einfluß dieses Ausgleichsvorganges würde wegen größerer Einstellzeit 
einen zu kleinen Diffusionskoeffizienten vortäuschen. 


Einen zweiten Fehler ergibt die ‚‚Atmung‘ der Probe. Bei Druckerhöhung © 
nimmt sie Sauerstoff auf und gibt ihn bei Druckerniedrigung wieder ab. Da- Pr Pr 
durch wird die Druckänderung nochmals zeitabhängig. Dieser Einfluß zweiter ae Bie 
Ordnung kann jedoch bei kleinen Drucken sehr stark werden, wenn die Masse 7 


des am Versuch beteiligten Gases in die Größenordnung der Gasabgabe bzw. 7 oe 


‘, ®) K. Hauffe, Reaktionen in und an festen Stoffen (Berlin, Göttingen, Heidelberg 
65) S. 280. 

%) H.Dünwald u. C. Wagner, Z. physik. Chem. (B) 24, 53 (1934). 

1) G. Blankenburg, C. Fritzsche u. G. Schubart, Ann. Physik (6) 10, 
(1952). 
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-aufnahme der Probe kommt. Auch diese Störung des idealen Meßvorganges 
wirkt in Richtung eines scheinbar zu kleinen Diffusionskoeffizienten. 

Die Gasdurchlässigkeit des Quarzglases — besonders bei Temperaturen 
über 850° C und etwas älteren Rohren — führt ebenfalls zu einem Meßfehler, 
der im Bereich kleiner Drucke merklich wird, da diese Versuche im abge- 
sperrten Volumen durchgeführt werden 
müssen. 

y 0 Ein vierter Effekt, der wie die be- 
reits genannten deutlich nachgewiesen 
werden konnte, wurde erst bei der 
Versuchsdurchführung bemerkt. Die 
Erscheinung war nicht nur auf kleine 
Drucke beschränkt, wenngleich ihr Ein- 
fluß hier jedoch ganz enorme Meßwert- 
verfälschungen ergab. Es ließ sich die 
Beobachtung machen, daß der Proben- 
widerstand, nachdem er bei einer Druck- 
erhöhung gefallen war, wieder langsam 
anstieg, anstatt — wie zu erwarten ge- 
wesen wäre — auf dem neuen Endwert 
zu verharren. Es mußte also eine Gas- 
aufzehrung erfolgen, für die der Be- 
schlag des Quarzrohres als verantwort- 
lich erkannt wurde. Abb. 2 gibt ein 
schematisches Bild vom Ort des Be- 
N schlages im Quarzrohr. Die Dicke wird 
stark von der Temperatur abhängen (bei 

Abb. 2. Schema des Ofens mit be. 000°C erfolgt bereits sehr starker Be- 
schlagenem Quarzrohr und Probe; schlag®)), und die Dickenverteilung ist 
0:Ofen; E:Erganscheiben; Th:Schutz- durch die Form der Probe, im Quarz- 
rohr des Thermoelementes zur Tempe- johr befindliche andere Körper (Speck- 
; M: Meßleitungen; P: Probe. steinscheibe) und den Druck bestimmt. 
Der Abstand Probe bis oberer Ofen- Bei mehrfacher Verwendung bereits be- 
rand beträgt etwa 20 cm schlagener Quarzrohre können sehr 

starke Schichten entstehen. 

Nehmen wir an, die Probe sei bei konstanter Temperatur und konstantem 
Gasdurchsatz so lange getempert, daß im gesamten Quarzrohr thermody- 
namisches Gleichgewicht herrscht. Dann wird auf Grund der Temperatur- 
verteilung im Ofen in einer bestimmten Entfernung von der Probe die Grenze 
Kupferoxydul/Kupferoxyd verlaufen, unterhalb der Cu,O als Beschlag und 
oberhalb der CuO als Beschlag zu finden ist. Wird jetzt der Druck erhöht, 
so sinkt bei fester Temperatur diese Gleichgewichtsgrenze nach unten in 
Richtung zur Probe. Die Umwandlung von Kupferoxydul in Kupferoxyd 
erfolgt unter starkem Sauerstoffverbrauch. Die gleichen Überlegungen gelten 
für eine Senkung der Ofentemperatur bei konstantem Druck. : 

Um den Einfluß dieser Störung abschätzen zu können, wurde die Tem- 
peraturverteilung im Ofen bei drei Temperaturen ausgemessen (s. Abb. 3). 
Bedingt durch die Meßmethodik sind die Werte für die Temperaturdifferenz 
zur Probenmitte Minimalwerte. Man sieht, daß innerhalb des interessierenden 
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Bereiches diese Temperaturdifferenz ungefähr unabhängig von der Tempe- 
ratur der Probe ist. Für eine Überschlagsrechnung soll die in Abb. 3 ein- 
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iren gezeichnete Gerade im Bereich 4cm <1 < 16cm als Näherungsfunktion 
ler, der Temperaturdifferenz ver- 

bge- # wendet werden. Ihre Gleichung A 
den jautet 
bal IT 15-1 —50 [°K]. (1) 

esen § Also wird die Temperatur in 12 7 

der # der Entfernung / von der Pro- Pad | 

Die # benmitte 


Abstand von der Probenmitte [cm] 


eine ° | 

Ein. T= T, — 15-1+ 50 [°K]. (la) N LZ 

vert- § (7, = Temperatur der Proben- FR 

die # mitte.) 3 

ben- Die wahrscheinliche Exi- 

uck- stenzgrenze läßt sich etwa 0 

sam 5 durch die Gleichung 0 40 80 120 160 200 

ge- Temperaturditferenz zur Probenmitte [°C] 

wert 9 Abb. 3. Temperaturverteilung im Ofen : © — 700°C, 

Gas- log Pa, = 13,5 T + 12,8 (2) A- 900° C, D- 1000° C 

Be- 


beschreiben). Gehen wir mit (1a) in (2) und stellen nach J um, dann erhalten — 


oe wir die Länge des Existenzbereiches des Kupferoxyduls im Ofen als Funktion 

| von 7’, und po, zu 
135-10? 59) , 3) 

Be- |, sei ,,Existenzlange“ genannt. 


g ist Abb. 4 zeigt die graphische Darstellung von /, als Funktion der Proben- - 
uarz- # temperatur für vier Druckwerte. Ändert man z.B. den Druck von 101 auf 
yeck- 2-10-! Torr, so verschiebt sich 
mmt. # die Existenzgrenze im Quarzrohr 
s be- # um 1,5cm und bei einer Druck- 
sehr $ änderung von 102 auf 10-1 Torr 

um 4,5 cm. Eine Temperaturände- 
ntem § rung von 100° C bringt ein Al, von 
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atur- Wir wollen nun den Sauerstoff- 

renze § verbrauch — bei Druckerhöhung J > 
und bzw. Temperatursenkung — be- / 
höht, § rechnen, der hierdurch entsteht. / 


en ın x fi ou 

wal Es findet die Umsetzung 00 500 300 = 

relten Cu,0 +40, = 2Cu0 Temperatur der Probenmitte [°C] EAN. 
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(143 + 16 = 159) Druckwerte 
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b. 3). § statt. Wir können uns als Faustformel merken, daß bei der CuO-Bildung etwa hr = 
erent § 10°, vom Gewicht des entstehenden Kupferoxyds an Sauerstoff benötigt EG = 
»nden § werden. 
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Nehmen wir die Schichtdicke des Beschlages vorsichtigerweise mit nur 
10 my an, so ergibt sich mit dem Rohrdurchmesser von 3cm bei 1 cm Al, 
_ eine CuO-Bildung von 6 - 10-5 g, wenn man das spezifische Gewicht des CuO 
mit 6g - em”? ansetzt. Die benötigte Sauerstoffmenge ist also 6 - 10% g. Das 
entspricht bei 10? Torr einem Luftvolumen von mehr als 10% cm%, d.h. bei 
_ Versuchen mit abgesperrtem Probenraum kommt es zur Einstellung eines 
_ Gleichgew ichtsdruckes, der von sehr vielen nicht genau bekannten Faktoren 
abhängt Es ist folglich mit einem sehr starken Einfluß auf die Bestimmung 
des Diffusionskoeffizienten zu rechnen. Verwendung von Luft oder Verzicht 
auf ein kontinuierlich anzeigendes Vakuummeter würde eine vernünftige 
Versuchsdurchführung unmöglich machen. 


j An dieser Stelle wollen wir uns nun einer Betrachtung der von G. Blanken- 
7 burg®)*) durchgefiihrten Hystereseversuche zuwenden, die nachgeprüft wurden. 
oe Bei höheren Drucken ist das Verhalten der Leitfähigkeit einigermaßen trivial. 
Bei kleinen Drucken haben wir wieder einen sehr geringen Gasdurchsatz. Wird 
nun beispielsweise bei 0,4 cm? - h-1 Luft — also 8-10”? cm? -h-10, — ein 
Druck von po, = 10°? Torr eingestellt und die Temperatur von 1000° C auf 
700° C erniedrigt, so wird bereits ein beachtlicher Teil des Beschlages von der 
Umwandlung erfaßt (s. Abb. 4). Mit unserem obigen Beispiel und der An- 
nahme, daß Al, wegen der begrenzten Rohrlänge nur 8 cm ist, wird die be- 

 nötigte Sauerstoffmenge 4,8-10-5 g. Zu ihrer Heranführung sind beim ge- 
nannten Gasdurchsatz etwa 25 Minuten erforderlich. Wenn man bedenkt, 
daß Blankenburg bei 1000° C oxydiert und getempert hat, so ist der Be- 
schlag wegen der bei dieser Temperatur bereits starken Verdampfung be- 
stimmt dicker als 100 mu gewesen. Selbst unter der Annahme, daß die Probe 
ihren vollen Sauerstoffüberschuß abgibt (nach H. Dünwald und C. Wagner?) 
mit etwa 10-3 Mol O,/Mol Cu,O angesetzt), so bleibt doch noch ein Defizit, 
das durch einströmende Luft gedeckt werden muß. Unter Berücksichtigung 
der Tatsache, daß die Oxydationsgeschwindigkeit von Kupferoxydul zu 
Kupferoxyd fast druckunabhängig ist (CuO ist Eigenleiter), dürften die von 
Blankenburg gemessenen ,,anomalen Hysteresen‘“ ihre Erklärung finden. 
Sobald die Temperatur auf dem Endwert gehalten wird und damit die Cu0- 
Bildung aufhört, erfolgt mit der Rückbildung des N,/O,-Verhältnisses der 
Luft der zeitliche Leitfähigkeitsanstieg. 


Ein paar weitere Beobachtungen, die ebenfalls im Rahmen der bereits 
angestellten Betrachtungen einen Beitrag zu der Ansicht leisten, daß anomale 
Hysteresen nur durch Eigenschaften der Meßanordnung hervorgerufen werden, 
seien hier nicht mehr erläutert, da sie keine wesentlich neuen Gesichtspunkte 
enthalten. Es sei nur noch erwähnt, daß mit unserer Meßanordnung nie ano- 
male Hysteresen gefunden wurden, weil der Einfluß des Beschlages durch die 
maximale Oxydationstemperatur von 900° C und die Specksteinscheibe klein 
gehalten wurde. Der Druckabfall bei Abkühlung (während Luftdurchsaugung) 
ließ sich jedoch klar messen, sobald die Existenzlänge so weit geschrumpft 
war, daß die CuO-Bildung an der Probe einsetzte. Aus den angestellten Über- 
Er _ legungen ist auch ersichtlich, daß man einer Untersuchung der Leitfähigkeit 

des Kupferoxyduls im thermodynamischen Gleichgewicht auf Isothermen 
f den Vorzug gegenüber einer Messung auf Isobaren geben muß?)®). 
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des Diffusionskoeffizienten zurück und teilen die Ergebnisse mit. en 
Die zu erwartende Vergrößerung der Einstellzeit bei kleinen Drucken wurde © 

in allen Fällen beobachtet, doch erhöhte sich ihr Wert gegenüber dem bei _ 

Inhen Drucken um einen Faktor, der kleiner als 2 blieb. Hierfür dürften rn er 


Falls eine Druckabhängigkeit des Diffusionskoeffizienten vorliegt, so ist sie _ i 
jedenfalls gering. Ein Unterschied zwischen Druckerhöhung oder -erniedri- _ 
gung konnte nicht nachgewiesen werden. Für 1000°C wurde in Uberein- _ 
stimmung mit H.Dünwald und C. Wagner™) D,oo = 4: 10° cm? sec", 
fir 900°C Dog = 1:10 cm? sec“, für 800°C Dy = 4-10-* cm? sect 

und für 700°C D-o, = 2- 10% cm? sec”! gefunden. IT 
Diese Werte sind Mittel aus stark streuenden Meßwerten. | ine 


Eine Abweichung der wahren Werte um 50% scheint durchaus möglich. 
Eine genauere Bestimmung kann nur mit einer völlig anderen Meßanordnung 
erfolgen, die besonders mit einer leistungsfähigen Pumpe ausgerüstet = 3 
muß, um einen hohen Gasdurchsatz zu gewährleisten. 

Aus den bisherigen Darlegungen läßt sich jedoch folgendes entnehmen: 
Die bis jetzt gemessenen Einstellzeiten bei kleinen Drucken waren allein — ia ey 
den Gasdurchsatz und eventuelle Umw andlung Cu,0 — CuO bedingt. MeB- pi 
werte von ,,eingefrorenen“ Proben, die in einem beschlagenen Quarzrohr bei 5 
kleinem Gasdurchsatz unter Verwendung von Luft getempert worden sind, 
sollten nur mit Vorsicht verwendet werden. Ist nämlich in dem Dummchr 
eine Temperung bei kleinem Druck durchgeführt worden und wurde schnell 
abgekühlt, so besteht der Beschlag in erster Linie aus Kupferoxydul. Wird nun 
eine zweite Temperung bei kleinem NER jedoch höherem Druck RUE 


erwarten. Bei dickem Beschlag kann der Sauerstoff-Partialdruck a 
weiteres über Stunden ganz erheblich kleiner sein als sich aus dem Gesamt- 
druck bei Division durch 5 errechnet. 

Wenden wir unsere neu gewonnenen Erfahrungen auf das von Blanken- 
burg und Böttger entworfene Modell des Abkühlungsvorganges an, o 
finden wir, daß die Annahme einer stark druckabhängigen Einstellgeschwin- = 
digkeit sich nicht aufrechterhalten läßt. Wohl wird bei kleinen Drucken die _ 
Einstellzeit auf einen neuen Druckwert etwas größer, doch ist dies durch die Bo = 
bereits besprochenen Nebeneffekte bedingt. 

Es soll nun eine Betrachtung darüber angestellt werden, wie sich eine hin- © 
reichend dünne Probe — damit zumindest bei hohen Temperaturen die Dif- 
fusionsvorgänge schnell beendet sind — bezüglich ihrer Leitfähigkeit bei einer 


mE 


Abkühlung mit konstantem Druck im Ofen verhält. Durch die große Wärme- = 
kapazität des Ofens erfolgt die Temperatursenkung mit nur etwa 20°C = . Maid 


Minute. Der Beschlag im Rohr soll hierbei nicht berücksichtigt werden. Er 

Beginnen wir bei 900° C und hohem Druck (einige mm po,) — also hohem bi 4 
Gasdurchsatz. In dem Moment, wenn der Ofen abgeschaltet wird, hat die Us, 4 
Probe eine Leitfähigkeit, die dem Gleichgewicht bei der Temperatur und dem on = A 
Druck entspricht. Solange die Diffusion gegenüber der Temperatursenkung a 


schnell verläuft, wird zu jedem Zeitpunkt oe Gleichgewicht mit den | 


fut 


> 


Kehren wir nun nach dieser Betrachtung der Nebeneffekte zur Messung 
Ofen über das Rohr gefahren—, so ist durch Umwandlung eines Teiles des 
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Zustandsbedingungen herrschen. Die Leitfähigkeit wird auf einer Isobaren 
absinken. (Vgl. hierzu Abb. 11 der vorstehenden Arbeit®).) Bei hohem Druck 
wird die Existenzgrenze zum Kupferoxyd bald erreicht. Es bildet sich — 
zuerst an der Oberfläche — Kupferoxyd. Durch die Temperaturverminderung 
wird weiterer Sauerstoff nach außen — jetzt also an die CuO-Schicht — ab- 
gegeben. Verläuft die Sauerstoffdiffusion noch schnell, so wird es durch das 
einsetzende Konzentrationsgefälle nicht zu einer Ausscheidung im Innern der 
Probe kommen, sondern die CuO-Schicht wird zum Teil mit dem Überschuß- 
sauerstoff des Kupferoxyduls aufgebaut. Die Probe wird zu jeder Zeit an- 
nähernd im Gleichgewicht mit dem Kupferoxyd stehen, d.h., die Leitfähigkeit 
muß jetzt entsprechend der in Abb. 11 der vorstehenden Arbeit gestrichelten 
Geraden fallen. Es kommt zu einem „Knick“. Werden nun Temperatur- 
grade erreicht, bei denen die Diffusion schon wesentlich langsamer ist, so wird 
die Leitfähigkeitsgerade der Phasengrenze wieder verlassen, und der Proben- 
widerstand steigt dann mit einem Temperaturkoeffizienten weiter an, der dem 
eingefrorenen Zustand entspricht. Eventuell mögliche Stérstellenassoziation 
haben wir hierbei vernachlässigt. 

Würden wir dieses Experiment bei kleinerem Druck (<10-* Torr po,) 
wiederholen, so wird die Leitfähigkeit auf der entsprechenden Isobaren fallen, 
doch wird jetzt die Phasengrenze Cu,O/CuO erst bei wesentlich tieferen Tem- 
i peraturen erreicht, vielleicht erst in 

' einem Bereich, für den schon Ein- 
frierung erfolgt. Die beim Uberschreiten 
26107 " Tort Po, der Gleichgewichtsgeraden einsetzende 
° 60° „Orr Poz Anlaufreaktion kann nur noch einen ge- 
° 210” Torr Poz ringen Einfluß auf den Sauerstoffhaus- 
halt der Probe nehmen. Der Widerstand 
wird vermutlich mit einem anderen 
Temperaturkoeffizienten steigen als 
beim ersten Versuch. Eventuelle Aus- 
scheidungen im Innern sind mit Sicher- 
heit nicht größer als im vorigen Ex- 
periment bei hohem Druck. 

Die geschilderten Versuche wurden 
durchgeführt, und Abb.5 zeigt das 
Ergebnis, das unseren Erwartungen 

e e ziemlich entspricht. Es fällt sofort auf, 
| Sen A : daB die Abknickung nicht an der Gleich- 

09 10 11 12 : 

Reziproke Temperatur [10°] gewichtsgeraden (gestrichelt) erfolgt, 
Abb. 5. Leitfähigkeit bei langsamer Ab- sondern exet bei tieferen Temperature 
kühlung im Ofen (etwa 15—20°C pro — Oder eventuell richtiger: zu späte- 
Er, Minute) rem Zeitpunkt. Vielleicht ist hierfür 

eine schon in der vorstehenden Arbeit 
vermutete Übersättigung — dort bei isothermer Überschreitung der Existenz- 
grenze — als Grund anzuführen. Interessant ist auch die Tatsache, daß die 
Kurve für 2. 10? Torr (Phasengrenze wird erst im Einfrierungsbereich bei 
etwa 650° C erreicht) für Temperaturen < 550° C größere Leitfähigkeitswerte 
zeigt als bei höherem Druck. Ein solches Verhalten scheint durch den Einfluß 
der CuO-Deckschicht erklärt werden zu können. Unter hohem Druck setzt 
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die Kupferoxydbildung schon bei einer Temperatur ein, für die die Anlauf- os 
reaktion noch einigermaßen schnell verläuft (jedoch nicht vergleichbar mit 
der Bildungsgeschwindigkeit von Cu,O aus Kupfer — die Anlaufkonstanten — 
verhalten sich etwa wie 1:10001%)). Da die Reaktion nur sehr wenig druck- 
abhängig ist und auch bei hohem Druck die Gasnachlieferung schnell erfolgt, _ 
kommt es zur Ausbildung einer dicken Deckschicht, die das Kupferoxydul ge- plies 
wissermaBen gegen die Gasatmosphire absperrt. Bei weiterer = 
wird die Verstärkung der Oxydschicht folglich in erster Linie auf Kosten ds 
Überschußsauerstoffes der Probe gehen. 


Für diese Vorstellung der Behinderung des Gasaustauschs durch die An- x Ber 
laufschicht spricht auch die Tatsache, daß Proben, die einige Zeit im Existenz- = 
gebiet des Kupferoxyds getempert wurden, nach schneller Abkühlung eine = 
unerwartet hohe Leitfähigkeit aufweisen. Auch fand Blankenburg®)*) “ a 
in der Versuchsreihe ,,isobare Zustandsänderung, Haltezeit 4 Stunden“ im _ mt 
Gebiet des CuO ein zeitliches Absinken der Leitfähigkeit, das jetzt in Ver- — a - 
bindung mit der Deckschicht verständlich wird, da die Proben noch Rest- "ee 
kupfer enthielten. Der Sauerstoffverbrauch durch 2Cu +30, > Cu,O 

war größer als die Nachlieferung durch die sich langsam bildende Deckschicht. 

Eine Leitfähigkeitsänderung durch Strombahneinengung?) kommt hierfür 

nicht in Betracht. 


Bei kleinem Druck wird die Phasengrenze erst bei tieferer Temperatur . 
erreicht, und wegen der nun langsamen Bildungsgeschwindigkeit des Kupfer- 
oxyds muß der Einfluß des Sauerstoffgehaltes der umgebenden Atmosphäre 
stärker bleiben. Die Leitfähigkeit der bei niedrigem Druck langsam abge- _ 
kühlten Probe wird also weniger von der über die Existenzgrenze hinaus extra- 
polierten Isobaren abweichen als bei hohem Druck. Es kann also nach dieser 
Vorstellung, in die sich die Kurven der Abb. 5 gut einfügen, beim Abkühlungs- | 
vorgang der Fall eintreten, daß man bei kleinerem Druck höhere Störstellen- 
konzentration und somit höhere Leitfähigkeit findet. So wird eventuell die _ 
Tatsache erklärlich, daß man bei langsam auf Zimmertemperatur abgekühlten _ 
Proben im eingefrorenen Zustand fallende Leitfähigkeit mit steigendem Druck 


extrapolieren — daß dies zulässig ist, soll nicht behauptet werden —, so wird 
eine starke Streuung der Meßwerte durch den langen Extrapolationsweg 
verständlich. 

Für schnelle Abkühlung bleiben die Überlegungen im Prinzip bestehen. 
Doch wird jetzt der Einfluß der Probendicke nicht mehr vernachlässigbar, 


Die Probentemperatur ist nun nicht mehr einfach definiert, und die Leitfähig- 
keit des Versuchskörpers kann nur noch durch ein Integral beschrieben werden. 
Die Beeinflussung durch CuO- Deckschichten wird ebenfalls Baer erer eter. 


der Probe in stehende Volumen von Bedeutung. Es sich 
nämlich bei den Abkühlungsversuchen, daß bei festem Gasdurchsatz der _ 
Druck im Versuchsgefäß fiel oder stieg, je nachdem, ob langsam oder schnell = 


m H.H. v. Baumbach, H. Dünwald u. C. Wagner, Z. physik. Chem. (B) 22, 
226 (1933). 
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abgekühlt wurde. Man kann also kaum noch von isobarem Versuchsablauf 

sprechen. 

Es seien von den Versuchen mit schneller Abkühlung zwei herausgegriffen, 
_ deren Ergebnis Abb. 6 zeigt. Als Temperatur wurde die im Oszillogramm auf. 
gezeichnete Thermoelement-Temperatur verwendet, die — bedingt durch die 
Anordnung — bestensfalls dem Wert 
der heißesten Schicht entsprach, die 
ja auch den größten Einfluß auf den 
© 3:10" Torr Po, Probenwiderstand haben wird. Es sej 
bemerkt, daB der Unterschied in der 
Abkühlungsgeschwindigkeit — trotz 
des großen Druckunterschiedes — nur 
gering war. Bei 6- 10-1 Torr wurde 
der Temperaturwert von 600°C nach 
45sec und bei 3-10 Torr nach 
50 sec erreicht. In diesem und dem 
darüberliegenden Temperaturbereich 
wird also die Abkühlung in erster 
Linie durch Strahlung bedingt. Die 
Messungen der Abb. 6 fügen sich 
recht gut in unsere Betrachtungen 

ein. 

= Fassen wir nun die Ergebnisse zu- 

Abb. 6. Leitfähigkeit bei schneller Ab- ins 
kühlung (etwa 50 sec bis zur Erreichung rungszuständen, die ya Gebiet des 
von 600° C) Kupferoxyduls bei einer über 800° Cllie- 
. genden Temperatur eingestellt werden, 
scheint selbst bei Probendicken von 1—2 mm kaum durchführbar, weil der 
Diffusionsprozeß zu schnell verläuft. Dickere Proben könnten in der Mittel- 
schicht diese Möglichkeit bieten, denn der Diffusionsvorgang hängt vom 
Quadrat der Dicke ab, während die Abkühlungsgeschwindigkeit annähernd 
umgekehrt proportioanl mit der ersten Potenz der Dicke geht. Solche dicken 
Proben benötigen jedoch eine außerordentlich lange Oxydationszeit. 

2. Bei kleinen Drucken treten Nebeneffekte stark in Erscheinung, deren 
Einfluß in erster Linie durch den kleinen Gasdurchsatz bedingt wird. 

3. Der sich auf der Probe bei der Abkühlung bildenden Oxydschicht mui 
wohl eine nicht vernachlässigbare Bedeutung zugeschrieben werden. Von 
Wichtigkeit erscheint in diesem Zusammenhang die Tatsache, daß das beob- 
achtete?2) Minimum der Leitfähigkeit im eingefrorenen Zustand gerade i 
= Druckbereich auftritt, fiir den die Phasengrenze zum Kupferoxyd bei 
ev 800° C erreicht wird. Es fanden nämlich H. H. v. Baumbach, H. Dün- 
Bet und C. Wagner!) bei dieser Temperatur ein Maximum der Bildungsge- 
schwindigkeit des CuO. Diese Erscheinung wird durch das Wechselspiel der? 
_ Temperaturabhiangigkeit der Affinität und des Diffusionskoeffizienten erklärt. 


08 


© 6:10" Torr py 
2 


EN 


4. Schluß 


Auf Grund der jetzt gewonnenen Erkenntnisse läßt sich sagen, daß - 
zumindest im rit ade — die elektrische Leitfähigkeit des Kupfer. 
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oxyduls im thermodynamischen Gleichgewicht und auch bei Störung desselben 4 = " 
so gefunden wird, wie es nach den Vorstellungen von C. Wagner zuerwarten 
ist. Die Anomalien im Gebiet hoher Temperaturen waren auf fehlerhafte 
Messungen zurückzuführen. Das Modell des Abkühlungsvorganges muß einer & 
Revision unterzogen werden, und auch die an ‚eingefrorenen‘ Proben durch- 
geführten Messungen sind mit einigem Vorbehalt zu betrachten — zumindest, 
wenn unter Verwendung von Luft bei kleinen Drucken getempert wurde, denn E 
von keinem der Vorgänger scheint der Einfluß der Gasaufzehrung bisher be- a 
achtet worden zu sein. In den meisten Fällen sind jedoch beim Tempern be- 
schlagene Quarzrohre verwendet worden und daher schon die rage sell a 
der Druckangabe des Sauerstoffes in Frage gestellt. Es ist also der Einfluß 
der Abkühlung eventuellnicht allein für die im allgemeinen bisher beobachtete 
starke Streuung der Meßwerte von „eingefrorenen‘“ Proben verantwortlich 

2 zu machen: 


Auch an dieser Stelle möchte ich Herrn Prof. Dr. G.Mönch für sein ra aie 
Interesse an diesen Untersuchungen und deren ständige Förderung danken. 


Halle (Saale), II. Physikalisches Institut der Martin-Luther-Universität. 


Bei der Redaktion BR am 25. 5. September 1958. 
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Zur Theorie der Relaxation 


ae In. Die Berücksichtigung mikroskopischer Trägheitseffekte 


j “a im Rahmen der statistisch-thermodynamischen Theorie 


Inhaltsübersicht 


Unter Verwendung der von Meixner!) für Systeme mit N Freiheitsgraden 
 verallgemeinerten Kramerschen Gleichung der Brownschen Bewegung 
iad werden für den Spezialfall, daß die Verteilungsfunktion f (q*, ?,, t) des betrach- 
teten Systems hinsichtlich ihrer Abhängigkeit von den Impulsen p; nur wenig 
von der Gleichgewichtsverteilung abweicht, die thermodynamischen Grund- 
gleichungen der Relaxation gewonnen. Sie enthalten neben den beiden 
bekannten Gliedern, die aus der freien Energiedichte und der Dissipations- 
funktion des Systems abgeleitet werden, einen dritten Term, der mit der 
kinetischen Energiedichte im Zusammenhang steht und demzufolge mikro- 
skopische Trägheitseffekte berücksichtigt. 


1. Einleitung 


Im Rahmen der Erforschung des makroskopischen Verhaltens der Materie 
besitzen neben den Gleichgewichtszuständen die Relaxationserscheinungen 
eine große Bedeutung. Dabei handelt es sich um irreversible Vorgänge, bei 
denen in dem betrachteten System beim Anlegen äußerer Kräfte (allgemeiner 
Art) auf Grund der inter- und intramolekularen thermischen Wechselwirkung 
in erster Näherung nur Rückstell- und Reibungskräfte auftreten, während die 
mikroskopischen Trägheitskräfte im allgemeinen eine untergeordnete Rolle 
spielen. In der bisherigen thermodynamischen Theorie der Relaxation?) 
werden deshalb keine Trägheitsglieder berücksichtigt. 


In letzter Zeit durchgeführte Messungen?) zeigen jedoch, daß die mikro- 
skopischen Trägheitseffekte unter Umständen so groß sind, daß sie nicht mehr 


1) J. Meixner, Z. Physik 149, 624 (1957). 

2) J. Meixner, Kolloid-Z. 134, 3 (1953); J. Meixner, Z. Naturforschg. 9a, 654 
(1954); M. A. Biot, J. appl. Phys. 25, 1385 (1954); S. Kastner, Ann. Physik (7) 1, 377 
(1958). 

3) J.S. Dryden u. W. Jackson, Nature 162, 656 (1948); P.C. Scherer u. M. K. 
Testerman, J. Polymer Sci. 7, 549 (1951); J. A. Lane u. J. A. Saxton, Proc. Roy. 
Soc. London (A) 218, 400 (1952); J. A. Saxton, Proc. Roy. Soc. London (A) 218, 473 
(1952); C. Catsiff u. A.V. Tobolsky, J. appl. Phys. 25, 145 (1954); E. Schulz- 
Du Bois, Z. Physik 144, 76 (1956); J. L. Pauley u. M. K. Testerman, J. Polymer Sci. 
21, 437 (1956); E.R. Fitzgerald, J. chem. Physics 27, 1180 (1957). 
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vernachlässigt werden können. 

Theorie der Relaxation entwickelt werden, die diesen Tatsachen = ea 

trägt. 
Ganz allgemein wurde dieses Problem bisher von Meixner?) behandelt, __ 

indem er die ursprünglich nur für den Konfigurationsraum aufgestellten 

Beziehungen der Thermodynamik irreversibler Prozesse zwischen den thermo- 

und Kräften als Gleichungen im Phasenraum 


Meixner france nach Einführung diskreter innerer Variabler. Dabei treten 

gerade und ungerade Variable auf und in den maßgebenden Differential- 

gleichungen, die — wie in der Theorie der Relaxation ohne Trägheitseffekte — a = 

höchstens die erste Ableitung der inneren Variablen enthalten, 

neben Gliedern, die den Onsagerschen Reziprozitätsbeziehungen gehorchen, — 
— auch unsymmetrische Casimirsche Koeffizienten. 


Pgung Im folgenden sollen die thermodynamischen Grundgleichungen der Relaxa- 

trach- | tion in einer Form dargestellt werden, bei der die strenge Analogie zwischen 

we 

veal tritt. Man erhält hierbei ein Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung, +o 
eiden ® das in einfacher Weise durch Differentiation aus der freien Energiedichte, der 
tions- § Dissipationsfunktion und der kinetischen Energiedichte des Systems gewonnen _ 
t der ® werden kann. Zum Unterschied zur Theorie von Meixner treten hierbei 
rikro- ® keine den inneren Variablen zugeordnete Affinitäten explizit in Erscheinung. 
Außerdem wird auch die Unterscheidung zwischen geraden und ungeraden 
Variablen im Rahmen der hier gewählten Darstellung unterdrückt. Die Aus- 
führungen beschränken sich auf die verallgemeinerte Kramersche Gleichung, 
wobei vorausgesetzt wird, daß sich die Verteilungsfunktion f (g*, p,,t) des 
betrachteten Systems hinsichtlich der Abhängigkeit von den Impulsen 7; 
nur wenig von der Gleichgewichtsverteilung unterscheidet. Dabei ist jedoch 
zu beachten, daß die Ergebnisse nicht nur unter den hier gewählten speziellen 
Bedingungen gültig sind, sondern eine viel allgemeinere Bedeutung besitzen. 


soy 


aterie 
ingen 
2, bei 
einer Die folgenden Ausführungen dienen speziell der Aufklärung des mecha- 
‘kung © nischen und dielektrischen Relaxationsverhaltens der Materie. Sie — 
(d die 8 aber so allgemein gefaßt, daß sie auch fiir andere Relaxationserscheinungen, 
Rolle # bei denen keine magnetischen Felder wirksam sind‘), Gültigkeit besitzen. 
ion?) | Es wird vorausgesetzt, daß die Abweichung vom thermodynamischen Gleich- ee = 
gewicht stets hinreichend klein ist, so daß man zur linearen Theorie der 2 = a 
Relaxation kommt. 


Ps 


PN 


2. Die Ausgangsgleichung 


Es soll von der Kramerschen Gleichung für Systeme mit N — 
graden ausgegangen werden. Sie beschreibt das Verhalten von Systemen, die _ 
mit einem Wärmebad der Temperatur 7’ in Wechselwirkung stehen, wobei 
sich auf Grund der Wechselwirkung die Impulse p; um infinitesimale Beträge 
ändern und keine Korrelation zwischen Impulsiiber- 
tragungen besteht, während die Koordinaten g* unverändert bleiben. Sie = aa 


4) Beim Auftreten magnetischer Felder sind gewisse Symmetriebeziehungen, die bei ES. 
den eine wichtige Rolle spielen, nicht 


mehr 

a, 654 

1, 377 
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wurde mit den Methoden der Thermodynamik irreversibler Prozesse von 
Meixner?) gewonnen und müßte sich auch direkt aus den allgemeinen Grund. 
gleichungen der statistischen Mechanik ableiten lassen, wie es für den Spezial. 
fall N = 1 von Cox®) durchgeführt wurde. Die Kramersche Gleichung 


of oH of oH pt 

Dabei ist f (¢*, p,, t) die Verteilungsfunktion, H (g*, p,, P,) die Hamilton. 
sche Funktion, k die Boltzmannsche Konstante, 7' die absolute Temperatur 
und ¢ die Zeit. Es treten N generalisierte Koordinaten g* auf, zu denen die 
konjugierten Impulse p, gehören. Außerdem ist die Hamiltonsche Funktion 
von M äußeren Kräften P, abhängig, da die potentielle Energie eine Funktion 
von q* und P, ist. Die phänomenologischen Koeffizienten L,, gehorchen der 
Symmetrieeigenschaft 


Pn) = (9”, -Pn) (2,2) 


und unterliegen zusätzlichen Bedingungen entsprechend der Forderung nach 
nichtnegativer Entropieerzeugung. Die Kramersche Gleichung (2,1) ist eine 
Tensorgleichung im Konfigurationsraum, was durch die folgende Schreibweise 
deutlich zum Ausdruck kommt. 


Hierbei können entsprechend den Rechenregeln des a 
küls die lateinischen Indizes die ganzzahligen Werte 1 bis N annehmen und 
über einen bestimmten Index, der gleichzeitig oben und unten auftritt, muß 
summiert werden. Die partielle Ableitung einer beliebigen Größe @ (g*, p, t) 
nach den g* bzw. p, wird durch Komma mit kovariantem bzw. kontravarian- 
tem Index gekennzeichnet. 


Dabei ist zu beachten, daß hiervon nur die partielle Ableitung nach den p; 
eine kovariante Ableitung ist®), wobei @ ein Tensor beliebiger Stufe sein kann. 
Wichtig ist schließlich noch die geometrische Struktur der auftretenden 
Größen: f, H, k, T sind skalare Größen im Konfigurationsraum, p, ist ein 
kovarianter Vektor und L,, ein kovarianter Tensor. 


3. Übergang zu N+ 1 Gleichungen, die von den p, unabhängig sind 


Falls die Verteilungsfunktion f hinsichtlich der Abhängigkeit von den p, 
nur wenig von der Gleichgewichtsverteilung abweicht, kann man nach 
Meixner!) von der Kramerschen Gleichung (2,3) zu N + 1 Gleichungen 
übergehen, die nicht mehr von den p, abhängig sind. 


5) R.T. Cox, Rev. mod. Physics 24, 312 (1952). 
6) Aus diesem Grunde erscheint es z. B. nicht möglich, die Kramersche Gleichung 
2,3) durch Zusatzterme — die analog dem letzten Glied gebaut sind — mit Ableitungen 
Ka | den g* bzw. mit gemischten Ableitungen nach den g* und ?, zu ergänzen, wie es 
Meixner’) vorgeschlagen hat. 
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S. Kästner: Mikroskopische Trägheitseffekte in der statist. MAIER: Theorie ; 
Im einzelnen wird hierbei fiir f der Ansatz ech 
= exp (- T) (3,2) 
verwendet, wobei der Skalar a und der kontravariante Vektor b* nur noch 
von den g* und von t abhängen. Der Faktor @ stellt die Gleichgewichtsver- 
teilung der kinetischen Energie dar, wie sich aus der Hamilton schen Funk- 
tion des Systems ne 


H=V 4. Pr Pr Sok: tig (3,3) 


sofort ablesen läßt. Der hierbei auftretende symmetrische Tensor g*! ist der 
Metriktensor des Konfigurationsraumes, der in der kovarianten Form g;: 
den Abstand zweier benachbarter Punkte des Konfigurationsraumes bestimmt. — 
Wird der Ansatz (3,1) in die Grundgleichung (2,3) eingeführt, außerdem 
mit p, multipliziert und über den Impulsraum integriert, so erhält man für die 
Teilchendichte im Konfigurationsraum o 
av dp=dp,dp,...dpy § ‘(3,6 


3 9 = 
und die Jk 


k — [ gk N/2 
J =fq fdp = (2n k k TV 
folgende Differentialgleichungen 


ery tkTon +oVe + 


die wiederum Tensorgleichungen im Konfigurationsraum sind, wobei o eine 3 
skalare Dichte, J* eine vektorielle Dichte und V ein Skalar ist. Neben dem 
Metriktensor g,, tritt noch der symmetrische Tensor M,., auf, der den über = 
den Impulsraum mit der Gewichtsfunktion ® gebildeten Mittelwert von L,, a 
darstellt. 


De — 
In der Gleichung (3,8) erscheint die durch Semikolon gekennzeichnete kova- 
riante Ableitung der skalaren Dichte 0, die entsprechend 


Integriert man über den Impulsraum ohne vorherige Multiplikation, so 
gewinnt man die Kontinuitätsgleichung 


- 


- 
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4. Umformung und Vereinfachung der Grundgleichungen 


Zur späteren thermodynamischen Interpretation muß man die Grund- 
gleichungen (3,8) zunächst durch o dividieren, wobei sie folgende einfache 
Gestalt annehmen: 
+ Ia — E 
= 0, - 


(4,1) 


(4,2) 


ein, mit der Gleichgewichtsverteilung 9, für verschwindende äußere Kräfte P, 


%=CVg exp (— V,/k 


(4,3 

(4,3) 

YSM- (4,4) 

Schließlich muß man die Abhängigkeit der potentiellen Energie V von den M 

äußeren Kräften P, explizit zum Ausdruck bringen, wobei im Rahmen einer 

linearen Näherung der Ansatz 


V=V,+ P, V* (4,5) 
zulässig ist. Dabei soll für die griechischen Indizes der Gleichung (4,5) eben- 
falls die Summationskonvention gelten, obwohl die Indizes im Konfigurations- 
raum keine tensorielle Bedeutung besitzen. Als äußere Kräfte treten z.B. 
im Falle der mechanischen bzw. dielektrischen Relaxation die Komponenten 
des Spannungstensors bzw. die Komponenten des elektrischen Feldstärke- 
vektors auf. 


Führt man die oben erwähnten Ansätze im einzelnen durch, so gehen die 
Gleichungen (3,8) in die Form 


( Jt + a) - 46 
. . r . 

über. Dazu tritt die Kontinuitätsgleichung 


und der Voraussetzung 


5. Einfiihrung diskreter innerer Variabler = \ 


Geht man von einem im Konfigurationsraum vorgegebenen orthogonalen 
Funktionssystem £&,(g*) aus, so kann man die Zeitabhängigkeit von J* und y 
auch durch den Verlauf entsprechender Entwicklungskoeffizienten beschreiben. 
Zu diesem Zweck setzt man unter Verwendung der Summationskonvention 
für die Stromdichte J* 

Jt t) = zx (t) v; (5,1) 
wobei der Punkt die Ableitung nach der Zeit kennzeichnet und die griechi- 
schen Indizes die ganzzahligen Werte 1 bis oo annehmen können. Aus später 
ersichtlichen Gründen wurde in der Gleichung (5,1) der Faktor v eingefügt, 
der das Volumen des Systems im gewöhnlichen dreidimensionalen Raum 
darstellt. Die Beziehung (5,1) definiert die inneren Variablen z**, 
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uie im Gleichgewichtszustand verschwinden sollen. Für y ergibt sich daraus 
dnter Verwendung der Kontinuitätsgleichung (4,7) folgende Formel: 


rund. 
y= — Ey (5,2) 
(4,1) Setzt man (5,1) und (5,2) in (4,6) ein, so folgt daraus zu Pre; “ 


(4,2) Multipliziert man (5,3) mit &, und integriert über den Konfigurationsraum, u Bir 


te P so erhält man schließlich 
j 2? + 2? + = rex 

(4,3) mit 

(4,4) fen = — 0 kT (— 
en M 
den =v | = Merb: 

(4,5) ken | & dq 
eben- Tee = — Piaf = Pif Vn dq 
dq = dq, dq... . dqy . 
z.B. 


onten ® Dabei ist für die in den Gleichungen (5,5) und (5,8) mit Hilfe partieller Inte- 

ärke-# gration durchgeführten Umformung notwendig, daß sämtliche &, und damit 
auch alle J* am Rande des Integrationsbereiches verschwinden. Dies sollim _ 

n die® folgenden immer vorausgesetzt werden. 

Die Beziehungen (5,4) lassen sich noch etwas übersichtlicher darstellen, 

wenn man an Stelle der physikalisch begründeten, immer verkoppelt auf- J 

(4,6) § tretenden Doppelindizes, die aus einem lateinischen Index (von 1 bis N laufend) 
und einem griechischen Index(von 1 bis co laufend) bestehen, nur einen grie- 
chischen Index (von1 bis co laufend) verwendet, was prinzipiell immer möglich 
ist. Dabei setzt man z. B. 

(4,7) — gh (5,10) 
wobei A bei vorgegebenem k, x bzw. k, x bei vorgegebenem / der a 


nalen A=N(zx—1)+hk (5,11) 
indy) entnommen werden kann. 
iben. In dieser Schreibweise würde dann Gleichung (5,4) die einfache Form 

tion 5 
(5,12) 

(5,1) besitzen, die als Tensorgleichung im Zustandsraum gedeutet werden soll, 
iechi-® wobei z* ein kontravarianter und r, ein kovarianter Vektor ist, während f,;. BEER, 
pater® d,, und k,, symmetrische kovariante Tensoren sind. Im 
fügt, Schließlich sei noch erwähnt, daß sich das unendliche Ditferentialglei- ee 


Raum § chungssystem der Beziehung (5,4) bzw. (5,12) — wie Meixner?) näher aus- 
ı 2**,@ geführt hat — praktisch immer auf ein endliches System reduzieren läßt. 


> 


s 
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as 6. Thermodynamische Interpretation 

Eine thermodynamische Interpretation der Beziehungen (5,12) ist möglich, 
falls man von der auf die potentielle Energie V, bezogenen freien (potentiellen) 
Energiedichte F, der Dissipationsfunktion D und der kinetischen Energie- 
dichte K des Systems ausgeht. ‘ 


[ (% + kT dg 
: V9 

£2 
D= 5 | Mad dq = M,, J* J'dq 


K= | 9 dq = | Jt dq. 
Werden i in diese Größen nach Gleichung (5, 1) und (5, 2) die i inneren Variablen 


Berücksichtigung finden — für F, Dund K die Beziehungen 


D=— Wy un (6,5) 


Ein Vergleich zwischen den Formeln (5,5) bis (5,7) und (6,4) bis (6,6) 
zeigt die gewünschte Übereinstimmung zwischen den auftretenden Integralen, 
so daß es möglich ist F, D und K folgendermaßen darzustellen: 

fea (6,7) 


(6,8) 


Damit kann man die Beziehung (5,12) in die übersichtliche Form 4 


= OK =) 
bringen. 
Multipliziert man Gleichung (6,10) mit <* und summiert über x, so ergibt 


W-T84+2D=4, 6,1) 


wobei W die gesamte Energiedichte des Systems _ 
oh 


und A die dem System zugeführte Arbeitsdichte pro Zeiteinheit 


ry, 5,13 
4 Tk (6,19) 
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ist. Unter Verwendung des ersten Hauptsatzes 
W=A+iQ (6,14) 


— mit der zugeführten Wärmedichte @ — kann man aus Gleichung (6,11) = 
für die zeitliche Zunahme der Entropiedichte S die bekannte Formel 2 7 


TS =Q+4+2D 


gewinnen. 

Schließlich sei noch erwähnt, daß man Gleichung (6,11) auch direkt aus 
der Beziehung (4,1) ableiten kann, ohne daß innere Zustandsvariable ein- __ 
geführt werden. 


7. Einführung äußerer Zustandsvariabler 2* 


Es sollen nunmehr die zu den äußeren Kräften P, gehörigen äußeren 
Zustandsvariablen x* eingeführt werden. Sie werden über die dem System 
zugeführte Arbeitsdichte A definiert 


A= P,i* 


und sollen wie die inneren Zustandsvariablen im thermodynamischen Gleich- | 
gewicht verschwinden. So treten z. B. als äußere Zustandsvariable im Falle 
der mechanischen und dielektrischen Relaxation die Komponenten des Defor- 
mationstensors und die Komponenten des dielektrischen Verschiebungsvektors 
bzw. die Differenzen dieser Größen vom Bezugszustand auf. Nach GI. (6,13) _ 
gewinnt man die äußeren Zustandsvariablen x* aus der Formel 


-—/ V* pdq = 2 f V* dq. 
Dafür soll zur Abkürzung reg 


38 
gesetzt werden. 
Um die Abhängigkeit von den äußeren Zustandsvariablen in den Grund- 
gleichungen (6,10) explizit zum Ausdruck zu bringen, werden an Stelle dr 
bisherigen Variablen z* neue Variable Z* eingeführt. Diese sind lineare Funk- + | 
tionen der 2* 
2 
wobei für x < M unter Verwendung von Gleichung (7,3) 
gelten soll und für x > M + 1 eine geeignete Ergänzung gewählt wird. 
entsprechende Riicktransformation lautet 


gh 


| wobei 6; der Kronecker-Tensor im Zustandsraum ist. eg 


89 
A 
| 
_| 
| 
(7,1) 
(7,2) a 
(6,7) 
(6,8) 
(6,9) 
(6,10) 
ergibt 
(6,11) 
(6,12) _ 
(6,13) 
a 
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Die in den Grundgleichungen (5,12) bzw. (6,10) auftretenden Tensoren 
besitzen nach den Regeln des allgemeinen Tensorkalküls in den neuen Koor. 


Kya = Cp 
Andererseits ergibt sich fiir den kovarianten Vektor R, rain 

(7,19) 


Setzt man hierbei fiir 7, die Gleichung (5,8) ein, so findet man schlieBlich 
R, = P,. (7,13) 


In dem neuen Koordinatensystem treten also auf der rechten Seite der Glei- 
chung (6,10) in einfacher Weise die äußeren Kräfte des Systems P, auf. 


8. Ergebnisse 

Die Ergebnisse der in den voranstehenden Kapiteln durchgeführten 
Rechnungen lassen sich folgendermaßen zusammenfassen: Das isotherme 
Relaxationsverhalten eines Systems wird in der Umgebung eines als Bezugs- 
zustand gewählten Gleichgewichtszustandes durch eine Tensorgleichung im 
Zustandsraum beschrieben, die folgende einfache Gestalt besitzt: 


Hierbei kann x ganzzahlige Werte von 1 bis R annehmen, wobei R streng 
genommen gegen unendlich gehen müßte aber näherungsweise einen endlichen 
Wert erhält. Die Zustandsvariablen des Systems Z*, die am Bezugszustand 
verschwinden, gliedern sich in M äußere Variable x* und R— M inner 


Variable ie 
= yf" 0 = x=M+1,M-+2,...R. 


Dabei gehören zu den äußeren Variablen x* z.B. die Komponenten des 
Deformationstensors und die Komponenten des dielektrischen Verschiebung; 
vektors. Den äußeren Zustandsvariablen x* werden außere Kräfte P, zu 


geordnet 4 
P, + s=1l2...M a 


die am Bezugszustand ebenfalls verschwinden. Als äußere Kräfte treten z.B. 
die Komponenten des Spannungstensors und die Komponenten des elek- 
trischen Feldstärkevektors auf. 

Außerdem enthalten die Grundgleichungen (8,1) die freie Energiedichte F, 
die Dissipationsfunktion D und die kinetische Energiedichte K des Systems, 
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die sich durch die quadratischen Formen 


mit den symmetrischen Tensoren F,;, D,, und K,„, darstellen lassen. 
Setzt man K = 0, so geht Gleichung (8,1) in die bisherige thermodyna- _ 
mische Theorie der Relaxation?) über, bei der keine mikroskopischen Träg- 
heitseffekte Berücksichtigung finden. 
9. Ein Beispiel 

Es soll im folgenden an einem einfachen Beispiel die angewandte Methode 
demonstriert werden. Dabei handelt es sich um den Fall eines elektrischen 
Dipols vom Moment u, der sich um eine raumfeste Achse drehen kann und 
auf den ein elektrisches Feld E einwirkt. Legt man den Ursprung des Koor- _ 
dinatensystems in den Drehpunkt des Dipols und verwendet ebene Polar- 
koordinaten, so wird die Lage des Dipols nur durch den Drehwinkel g gekenn- | 


zeichnet. 
¢g=uq=¢@. (9,1) 
Fiir den konjugierten Impuls p, ergibt sich andererseits 


wobei J das Trägheitsmoment des Dipols ist. Wirkt das äußere elektrische 
Feld in y-Richtung, so wird . 


V1 = — pain g, 093) 
während das Gleichgewichtspotential verschwindet. 
| 
0. (9,4) 


Die zu der äußeren Kraft P, = E, gehörige äußere Zustandsvariable x! ist 
die dielektrische Verschiebung DY 


Dy = sin g y dq (9,5) 
in Ubereinstimmung mit Gleichung (7,2). | 


Die zugehörige Kramersche Gleichung lautet mit dem Ansatz 


I=h+Y (9,6) 
für kleine Feldstärken 
aw ay ö 

Zur Anwendung der Formel (8,1) muß man BAR. die quadra- a 
tischen Formen (8,4) bis (8,6) der freien Energiedichte, der Dissipationsfunk- u 
tion und der kinetischen Energiedichte als Funktion der ursprünglichen _ 
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Zustandsvariablen 2* nach Gleichung (6,4) bis (6,6) berechnen. Das dazu 
notwendige orthogonale Funktionssystem wird folgendermaßen gewählt: 


1,%,... 


| | 

4 


% = In 9 2 ‘ 
wobei n die Anzahl der vorhandenen Dipole pro Volumen ist, ergibt sich 
hierbei 


(9,9) 


Die Transformation (7,5) ist in diesem Spezialfall nicht notwendig, da das 
Koordinatensystem im Zustandsraum — abgesehen von der Bezifferung — 
bereits die richtige Form besitzt. Für DV ergibt sich 


Dv =Vap2. (9,15) 


Da außerdem F, D und K nur in Diagonalform auftreten, reduziert sich das 
unendliche Gleichungssystem (8, u schließlich auf eine Gleichung 


eK 


die nach den aa (9,10) bis (9,13) auf die Form 


2% 
— (k17 z rg 
und fiir D mit 


Ey =€e 


auf die einfache Lösung 


== $ 
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führt. Dies befindet sich in Übereinstimmung mit den Rechnungen von 
Sack’) und Meixner!), die das vorliegende Problem ohne die in der Einleitung 
erwähnte Näherungsannahme behandelt haben. Für 


re? 
<i (9,20) 
geht die entsprechende Lösung in zweiter Näherung in die Beziehung (9,19) a 
über. 


Herrn Prof. Dr. J. Meixner möchte ich an dieser Stelle meinen beson- 
deren Dank fiir wertvolle Hinweise aussprechen. 


7) R. A. Sack, Proc. physic. Soc. (B) 70, 402 (1957). 


Berlin-Adlershof, Deutsche Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
Institut für Kunststoffe. 3 

Bei der Redaktion eingegangen am 23. September 1958. 
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Kritik des v. Neumannschen Beweises 


gegen die Kausalitat in der Quantenmechanik 
Von G. Schulz 

Inhaltsiibersicht 
Zum Thema ,,Determinismus (Kausalitét) — Indeterminismus“ hat 
v. Neumann!) einen Beweis angegeben, wonach die Kausalität zur Quanten- 
mechanik in zwingendem logischen Widerspruch steht. D.h. nach diesem 
Beweis ist entweder die Quantenmechanik objektiv falsch oder eine kausale 
Beschreibung der Elementarprozesse grundsätzlich unmöglich. In der vor- 
liegenden Arbeit soll nun gezeigt werden, daß die Schlußkette jenes Beweises 
eine Lücke aufweist, wodurch unseres Erachtens das erwähnte v. Neumann- 
sche Ergebnis dort als unbewiesen anzusehen ist. Am Schluß folgt eine Kritik 
der Stellungnahme von Feyerabend?) zum v. Neumannschen Beweis. 


Der Begriff ‚‚Kausalität‘‘ wird recht verschieden aufgefaBt. In dieser 
Arbeit soll er so verstanden werden, wie ihn der heutige Physiker wohl meist 
aufzufassen pflegt, nämlich in Verknüpfung mit dem „Determinismus“, als 
ein Gegenstück zum „Indeterminismus“. 

Das Problem ,,Determinismus — Indeterminismus“, oder wie man es 
sonst nennen mag, ist seit einigen Jahrzehnten eins der am meisten disku- 
tierten grundlegenden physikalischen Probleme. Dabei ist man teilweise der 
Ansicht, die Annahme eines grundsätzlich determinierten Ablaufs des 
elementaren Naturgeschehens sei die einzig sinnvolle, und die Verwendung 

statistischer Methoden sei zwar oft äußerst zweckmäßig, ließe sich aber, 
wenigstens prinzipiell, vermeiden, wenn man die — an sich bestehenden - 
entsprechenden Naturgesetze im einzelnen kennen würde, und es sei daher 
physikalisch sinnvoll, nach diesen Gesetzen zu suchen. Auf der Gegenseite 
jedoch sagt man, die Statistik lasse sich aus der Physik prinzipiell nicht ver- 
bannen, da schon die Elementarprozesse selbst in ihrem Verhalten statistisch 
und indeterminiert seien, wobei eine „Kausalität‘ nur durch Mittelung über 
sehr viele Elementarprozesse vorgetäuscht werde, während es sie im elemen- 
_taren Naturgeschehen selbst nicht gebe; jedenfalls spreche nach dem heutigen 
Stande der Physik alles gegen eine solche Kausalität. — Die letztere Ansicht 
erhält dabei eine wesentliche Stütze durch einen Beweis, den v. Neumann 
angegeben hat!). Nach diesem Beweis gilt folgendes: Wenn die Quanten- 
mechanik objektiv völlig richtig ist, dann ist eine kausale Beschreibung der 


1) J.v. Neumann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik, Berlin 1932. 
K. erabend, Z. Physik 145, 421 
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Elementarprozesse grundsätzlich unmöglich, da beides miteinander in zwin- 
gendem logischen Widerspruch steht. Nun ist aber bis heute anscheinend — 
noch kein Experiment bekannt, welches die Quantenmechanik (in ihrem Zu- 
ständigkeitsbereich) als falsch erweist (vgl. z. B.?)). Man nimmt daher bis 
heute wohl meist an, daß jedes entsprechende Experiment durch die Quanten- _ 
mechanik prinzipiell völlig richtig beschreibbar ist. Letzteres würde, nach 
jenem v. Neumannschen Beweise, dann also zur Folge haben, daß eine kau- 

sale Beschreibung der Elementarprozesse grundsätzlich unmöglich ist. 


Dieser Beweis ist vielfach zitiert worden; das Folgende enthält einige 
Beispiele aus den letzten Jahren. Bopp*) nimmt ihn als gültig an5), Ren- 
niger®) erwähnt den Beweis, desgleichen v. Straußund Torney’). Weizel®) _ 
spricht sich gegen eine universelle Gültigkeit des v. Neumannschen _ 
Beweises aus und versucht in interessanter Weise, ihn gewissermaßen zu 
umgehen, und zwar mit Hilfe der Hypothese, daß alle durch die Quanten- __ 
mechanik erfaßten Systeme offene Systeme sind, die in Wechselwirkung 
stehen mit zur Zeit unbekannten (das System störenden) Teilchen, die er 
„Zeronen“ nennt®). Bohm”) erklärt ebenfalls den Beweis auf seine Aus- 
führungen für nicht anwendbar und schlägt einen Weg in Richtung auf eine 
kausale Beschreibung hin vor. Auch Fényes"), der den Beweis angreift, st 
zu nennen; die Gültigkeit seiner Ausführungen ist jedoch ihrerseits wieder von 
zwei Seiten her angegriffen worden: nach Weizel®) enthalten seine Über- 
legungen Irrtümer, und auch Nicholson®) stellt seine Theorie als unzu- 
länglich dar. Von Feyerabend?) wird der v. Neumannsche Beweis eben- — 
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falls angegriffen (auf diese Arbeit wird, wie schon erwähnt, am Schluß der ‘A 
vorliegenden Ausführungen eingegangen). De Broglie!) hatte (nach seinen 
Worten) den Beweis lange für unwiderleglich gehalten, hegt jetzt jedoch | 
Zweifel an seiner Schlüssigkeit!#). 


In der vorliegenden Arbeit soll nun gezeigt werden, daßderv.Neumann- | 2 
sche Beweis eine Lücke aufweist, die dazu führt, sein Ergebnis als unbewiesen = 
anzusehen. 


2. Zur Methodik der Kritik 


Um das zu zeigen, erfolgt nun eine kritische Analyse des Beweisganges, =| 
die im wesentlichen auf die Erörterung eines Punktes dabei hinzielt, diesen = 
jedoch von verschiedenen Seiten her beleuchtet. Im einzelnen vollzieht sich 


3) M. Born, Phys. Bl. 11, 49 (1955). 
*) F. Bopp, Z. Physik 148, 233 (1955). ; 
®) Dagegen läßt er die völlige, d.h. exakte, Richtigkeit der quantenmechanischen _ 
istisch | @leichungen dahingestellt. Für die hier vorliegende Arbeit ist die Annahme einer nur 
über näherungsweisen nt. jener Gleichungen nicht notwendig. 
5 ©) M. Renniger, Z. Physik 136, 251 (1953). 
lemen- 7) L. v. Strauß u. Torney, Phys. Bl. 11, 534 (1955). 
utigen *) W. Weizel, Z. Physik 134, 264 (1953). 


nsicht a ®) Eine solche Hypothese offener Systeme wird für die m EN, Arbeit nicht = 
nötigt. 


mant§ Bohm, Physic. Rev. 85, 180 (1952). 
anten- u) I. Fényes, Z. Physik 182, 81 (1952). Be aie 
ng der 2) A. F. Nicholson, Aust. J. Phys. 7, 14 (1954). iB bie be 
®) L. de Broglie, Phys. Bl. 9, 541 (1953). 
n 1932. 4) Möglicherweise bestehen mit jenen de Broglieschen Gedankengängen gewisse 5s BR 
e der hier « entwickelten. 
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die Kritik in folgender Weise: Der 3. Teil bringt, soweit hier notwendig, ein 
Gerippe des v. Neumannschen Beweisganges, bestehend aus einzelnen 
Punkten (1), (2),...1); eingestreut sind verschiedene Bemerkungen (a), 
(b),..., die schon zur Kritik des Beweisganges gehören oder wenigstens er- 
läuternd oder deutend einspringen. Im 4. Teil wird dann die Lücke in der 
_ v. Neumannschen Schlußkette explizit aufgezeigt und diskutiert, mit ent- 
sprechenden Folgerungen. 


on 3. Der v. Neumannsche Beweisgang und Bemerkungen dazu 


— Der hier gemeinte Beweis, der auf den Seiten 157—173 von!) enthalten 
fs ist, wird eingeleitet durch eine Vorbemerkung über Gemische von Zuständen 

2. der Quantenmechanik (S. 157—158), die in unserem Zusammenhang un- 
ist. 


4 


(2). Es folgt (S.158—159) die Einführung einiger Begriffe, und zwar unter 
anderem der Begriffe: ‚System‘ S (Beispiel: Wasserstoffatom), ,,GréBe** R 
(Beispiel: Impuls von 8), „Gesamtheit“ [S,,..., Sy] (dort im wesentlichen 
gleichwertig dem v. Misesschen Begriff ‚Kollektiv‘‘16)). 


(3). Nach einigen Bemerkungen erläuternder Art (S. 159—162), welche ge- 
wisse Vorziige des Betrachtens von Gesamtheiten schildern und die grund- 
SS Möglichkeit einer Akausalität plausibel zu machen suchen, folgen 

einige wesentliche Sätze: 


(4). „Es gibt also unter Umständen keine Methode, die es immer ermöglicht, 
streuende!’) Gesamtheiten (ohne Veränderung ihrer Elemente) weiter zu zer- 
legen... Trotzdem könnte man es versuchen, die Fiktion aufrecht- 

zuerhalten, daß jede streuende Gesamtheit in zwei (oder mehr) voneinander 

und von ihr verschiedene Teile zerlegt werden kann; und zwar ohne Verän- 
derung ihrer Elemente, d. h. derart, daß das Vermischen der zwei Zerlegungs- 
3 gesamtheiten wieder die ursprüngliche Gesamtheit ergibt. Wie man sieht, 
= ist also aus dem Versuch, die Kausalität als Gleichheitsdefinition zu begründen, 
; eine Tatsachenfrage geworden, die beantwortet werden kann und muB, und 
die vielleicht auch negativ beantwortet werden wird. Nämlich: ist es wirk- 
lich möglich, jede Gesamtheit [$,,..., Sy], in der es streuende Größen R 
gibt, durch Vermischen von zwei (oder mehr) voneinander und von ihr ver- 
schiedener Gesamtheiten darzustellen ?** (S. 162). 


(a). Mit Rücksicht auf das letzte nennen wir eine Gesamtheit ,,Teilge- 
samtheit‘ einer anderen, wenn sie bei Vermischen mit einer weiteren Gesamt- 
heit jene andere Gesamtheit ergibt. In (4) gibt v. Neumann nun ein Kri- 
terium an, das eine Entscheidung gegen die Kausalität gestatten soll; es ist 

des Kriterium: 


Jar >. 15) Da der v. Neumannsche Text teilweise etwas gedrangt gehalten ist, konnte 
Fr, manches nur gedeutet werden. 
4 16) R. v. Mises, Math. Zeitschr. 5, 52 (1919). 

Bs 17) Eine Größe R „streut‘‘ in einer Gesamtheit, wenn Erw ([% — Erw (R)]?) + 0 
ist (zu „Erw“ siehe im folgenden (6) u. (7)); eine Gesamtheit streut, wenn es in ihr streu- 
ende Größen gibt. 
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(5). Wenn es Kausalität gibt"), dann sind für jede streuende Gesamtheit 
unter ihren Teilgesamtheiten!*) stets zwei solche, die voneinander und von der 
erstgenannten Gesamtheit verschieden 

(b). (5) stellt nun insofern ein Kriterium dar, als daraus „Nicht Kausalität‘“ — 
folgt, wenn der Nachsatz ‚dann sind für jede...‘ als nicht gültig bewiesen 
wird. In diesem Sinne ist auch insgesamt die große Linie des Beweises auf- 
zufassen. Ob (5) allerdings als entscheidendes Kriterium wirklich zuzulassen 
ist, soll hier nicht diskutiert werden ; vielmehr wollen wir hier annehmen, es sei 
gültig. Für die Kausalität bedeutungsvoll sind dann von jenen (in (5) er- 
wähnten) „verschiedenen“ Teilgesamtheiten natürlich solche, die allgemein. 
weniger stark streuen als die dort erstgenannte Gesamtheit; denn dann kann 
man hoffen, dadurch von einer vorliegenden Gesamtheit schließlich zu be- 
liebig wenig streuenden Gesamtheiten und damit unter Umständen zu be- 
liebig scharfen Werten, auch am einzelnen System, zu gelangen — wenn viel- 
leicht auch nur theoretisch —, und beliebig scharfe Werte am Einzelsystem | 
sieht der Determinismus ja von vornherein als vorhanden an — wenigstens 
theoretisch. — Es sind dann also für jede streuende Gesamtheit alle ihre Teil- 
gesamtheiten zu untersuchen; sind einmal unter allen diesen keine solchen, 
die voneinander und von der erstgenannten Gesamtheit verschieden sind, so 
ist nach (5) gegen die Kausalität entschieden. Ob es für jede dieser Teil- 
gesamtheiten eine Methode gibt, sie (d.h. die betreffende Teilgesamtheit) 
experimentell zugänglich zu machen, soll dabei bis auf weiteres offen bleiben; 
in diesem Sinne etwa spricht ja auch der erste Satz von (4). 

(6). v. Neumann bringt nunmehr (S. 162—163) (5) in engere mathemati- 
sche Form. Das geschieht schließlich mit Hilfe der R-Funktion Erw (R)2), 
die zunächst als normiert angenommen wird2®). So erhält er: 

(7). Wenn es Kausalität gibt, dann sind für jede streuende Gesamtheit 
(mit Erw (R)) unter ihren Teilgesamtheiten stets zwei solche (mit Erw’ (R 
bzw. Erw” (R)), daß bei : 


Erw (R) = Erw’ (R) + Erw” (R) (M,) 


(N: die Zahl der Systeme in der erstgenannten Gesamtheit, P: die der in der 
einen Teilgesamtheit, Q: die der in der anderen Teilgesamtheit, P + Q = N) 
die Beziehung gilt: 


Erw (R) ="Erw’ (R) = Erw” (R)%). 
(8). Es folgen (S. 163) zwei Definitionen, die der ,,strewungslosen‘**®) und 
die der ‚einheitlichen‘ Gesamtheit. Letztere ist folgendermaßen definiert: 
Wenn zu ihr Erw (R) gehört (d.h. wenn man die entsprechende Funktion so 


18) D.h., wie auch im folgenden: Wenn die betreffenden einzelnen Elementarprozesse 
sich kausal verhalten. 

19) Letztere gibt es natürlich von jeder Gesamtheit. 

20) Vgl. Fußnote *). 

21) Erwartungswert von R. 

22) Zu jeder Gesamtheit gehört eine solche Funktion, die dort jeder Größe R eine 
reelle Zahl, und zwar den ‚Mittelwert‘ von R in dieser Gesamtheit, zuordnet — von 
Komplikationen bei Nicht-Normierbarkeit abgesehen. 

®) Identisch für alle Größen R. 

2) So ist die in (5) genannte Verschiedenheit zu verstehen. By ast, 

3) Vgl. Fußnote 1”), 
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bezeichnet), dann folgt für sie aus der Beziehung (M,.) (siehe (7)) stets die 


Erw (R) = Erw’ (R) = Erw” (R). 
 Hiernach ist das Kriterium (7) dann so auszudrücken: hei 
(9). Wenn es Kausalität gibt, dann gibt es keine streuenden Gesamtheiten, | gay 
die einheitlich sind ge; 


a (10). Das Folgende (S. 163—166) bringt unter anderem einige Voraussetzun- 

gen, die v. Neumann an späterer Stelle, wo sie für den Beweis benötigt # we 
werden, noch einmal macht?®). Ferner werden dabei auch noch Funktionen # all 
a Erw (R) zugelassen, die nicht normiert sind und dadurch zu einer geringen 
Modifikation der Definitionen in (8) führen; auch das soll hier nicht weiter § an 
ausgeführt werden. Pa 
(11). Die nächsten Seiten (167—168) bringen zunächst einige Voraus- # yiı 


(R2) > 0 (Rreell!). Eine dieser Voraussetzungen allerdings leuchtet nicht 7 me 
_ unmittelbar ein: Es besteht eine (physikalisch sinnvolle) ein-eindeutige Zu- 
= swiechen den Größen R und den Hermiteschen nic 


wird dann die Beziehung hergeleitet: 
ot Erw (R) = Spur (UR); (Sp.} 


hier ist U ein definiter Hermitescher Operator, der durch die betreffende Ge- f ma 
samtheit bestimmt ist, und R der der Größe K ein-eindeutig zugeordnete 
 hypermaximale Hermitesche Operator. 
L-§ (c). (Sp.) gilt nun für die gesamte quantenmechanische Statistik, und wir f un 
“a a. die zu (Sp.) führenden Voraussetzungen (vgl. (11)) hier kurz „die quan- } un 
_ tenmechanischen Grundgesetze‘‘ nennen. Ferner wollen wir (mit v.Neu- | tw 
mann) hier annehmen: Die Quantenmechanik ist stets objektiv richtig, | die 
dd. h. die quantenmechanischen Grundgesetze werden durch jedes überhaupt § & 

as anstellbare entsprechende Experiment bestätigt. Nun wollen 
wir alle die Gesamtheiten, die bei allen möglichen Prüfungen der Quanten- 
mechanik (grundsätzlich) experimentell zugänglich sind (wobei entspre- 


chende Erw dieser Gesamtheiten bestimmbar sind®)), ,,die experimentell zu- da 
gänglichen Gesamtheiten“ nennen; dann erhalten wir also: scl 

Er (d). Die quantenmechanischen Grundgesetze gelten in allen experimentell } se 
zugänglichen Gesamtheiten. od 

(e). Jene Gesetze in eventuellen weiteren Gesamtheiten (d.h. nicht ex- we 
perimentell zugänglichen, aber — etwa bei Kausalität — wenigstens theo- sch 


retisch denkbaren Gesamtheiten, sofern es solche Gesamtheiten ‚‚gibt‘) sel 
ebenfalls als gültig anzunehmen, dazu besteht jedenfalls (auch bei Gültigkeit Gi 
von (d)) kein logischer Zwang; so etwas wäre ja auch nicht nachpriifbar?’). 


26) Siehe (11); ferner wird Erw (R) = 0 ausgeschlossen. Sp 

27) Näheres z.B. in !). 

2) Natürlich hier abgesehen davon, daß man beim praktischen Messen nie eine völlig 
unbegrenzte Zahl von Systemen untersuchen kann. 

2) Außerdem wäre eine solehe Annahme auch schon deswegen fragwürdig, weil die 
letzte vor (Sp.) in (11) erwähnte Voraussetzung im Rahmen von (Sp.) keineswegs unmittel- 
bar einleuchtet und (schon deswegen) (Sp.) hier zweckmäßig durch die Erfahrung zu 
stützen und auf das (grundsätzlich) Erfahrbare zu beschränken ist, also auf die ex- 
zugänglichen Gesamtheiten. 
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(12). Im Beweisgang wird nun (S. 169—170), entsprechend (9), die Frage 
untersucht, ob es streuende Gesamtheiten gibt, die einheitlich sind. Dabei 
ergibt sich (nach v. Neumann) zunächst, daß es nur streuende Gesamt- 
heiten gibt, so daB lediglich noch die Frage bleibt: Gibt es einheitliche Ge- 
samtheiten? Diese Frage wird mit Ja beantwortet und damit wegen (9) 
gegen die Kausalität entschieden. 

(f). Die letzte in (12) genannte Frage beantwortet v. Neumann in der 
Weise, daß er in (8) als (insgesamt zu untersuchende) Teilgesamtheiten genau 
alle die zuläßt, in denen die quantenmechanischen Grundgesetze gelten ®). 

(13). Es schließen sich (S. 170—173) noch einige Erörterungen an, unter 
anderem über die mit der Kausalität eng verknüpfte Frage der „verborgenen 
Parameter‘‘3!), ferner auch noch über die Kausalität selbst. Über letztere 
wird dabei (als Ergebnis des Beweises) gesagt, sie stehe in zwingendem logi- 
schen Widerspruch zu der mit unseren Erfahrungen verträglichen Quanten- 
mechanik (S. 173); d.h.: 

(g). Entweder es gibt keine Kausalität, oder®2) die Voraussetzung (d) gilt 
nicht. (Nach v. Neumann.)®) 


4. Eine Lücke im Beweisgang 

Die v. Neumannsche Schlußkette enthält nun eine Lücke. Das sieht 
man z. B. in folgender Weise. 

Nach (b) sind in (5) alle Teilgesamtheiten zu untersuchen, also auch in 
(7), also auch in (9) mit (8). Tatsächlich untersucht in (8) sind aber nach (f) 
und (d) zunächst nur alleexperimentellzugänglichen Teilgesamtheiten #), 
und nach (e) besteht kein logischer Zwang, diese Untersuchung als auf even- 
tuelle weitere Teilgesamtheiten ausgedehnt anzusehen. Soll die Beweiskette, 
die ja (den in (g) ausgedrückten) logischen Zwang beweisen will, nun trotzdem 
geschlossen sein, so muß also gelten: 

(A). Alle Teilgesamtheiten sind experimentell zugänglich. 

D.h. die Gültigkeit: von (A) muß innerhalb des durch v. Neumann 
entwickelten Beweisgefüges eine logisch zwangsläufige sein; es genügt nicht, 
daß sie dort gelten darf, aber nicht zu gelten braucht. Soll der v. Neumann- 
sche Beweis keine Lücke enthalten, muß also (A) dort entweder vorausge- 
setzt sein (und zwar stillschweigend, weil als selbstverständlich angenommen, 
oder ausdrücklich), oder (A) muß dort abgeleitet sein. Nun ist aber (A) dort 
weder abgeleitet noch ausdrücklich vorausgesetzt; also müßte es dort still- 
schweigend (weil selbstverständlich) vorausgesetzt sein. Diese Möglichkeit 
scheidet aber ebenfalls aus, und zwar aus dem im folgenden entwickelten 
Grunde. 


%) Das geht aus S.169, unter Berücksichtigung der Umformungsgesetze für die 
Spur, unmittelbar hervor. ze 


Si) Siehe im 4. Teil dieser Arbeit. 43 


®) D.h. das eine schließt das andere logisch zwingend aus. 


®) Daß ein logischer Zwang bewiesen (und nicht nur eine Zweckmäßigkeitsange- = 


legenheit diskutiert) sein soll, geht übrigens unter anderem auch aus S. 171 hervor: Es — 
wird dort betont, es handle sich (in bezug auf kausales Verhalten oder rein statistisches _ 
Verhalten der Elementarprozesse) nicht um eine Interpretationsfrage der u 


mechanik, sondern diese müsse objektiv falsch sein, damit ein anderes als das rein statisti- on 


sche Verhalten méglich werde. 
*) Zu diesem Begriff vgl. den Schluß von (c), 
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Wenn man sich in der Quantenmechanik Kausalität vorstellt, tut man dies 
im allgemeinen unter der Annahme, es existierten „verborgene Parameter“ 
(vgl. (13)). Dies sind solche Größen, die experimentell unzugänglich sind, 
weil die entsprechenden Meßanweisungen für sie unbekannt und verborgen 
sind. Man stellt sich dabei dann weiter etwa folgendes vor®): Die im Sinne 
von (8) und (f) aufgefaßten ‚einheitlichen Gesamtheiten“ sind in Wahrheit 
noch Gemische verschiedener Teilgesamtheiten, und zwar solcher Teilge- 
samtheiten [®], bei denen der Erwartungswert mindestens eines verborgenen 
Parameters verschieden ist. Die verborgenen Parameter aber bestimmen, 
zusammen mit dem Bekannten, in Wahrheit alles kausal, und von der ge. 
nannten Verschiedenheit merken wir nur deswegen nichts, weil jene Para. 
meter eben experimentell unzugänglich sind. — Solche Vorstellungen etwa 
werden mit der Kausalität verknüpft, und v. Neumann verknüpft daher 
auch mit seinem Beweis gegen die Kausalität aufs engste den Beweis der 
Nicht-Existenz solcher verborgener Parameter. Soll nun das gesamte Be- 
weisgefüge sinnvoll sein, so darf man dort natürlich nicht schon von vorn- 
herein nur das als physikalisch ,,existierend“ betrachten, was ‚experimentell 
zugänglich“ ist; denn dann wäre ja der (zuletzt erwähnte) Beweis von vorn- 
herein gegenstandslos, da dann verborgene Parameter schon per definitionem 
nicht existieren könnten. Man darf also dort nicht voraussetzen: 

(B). Alles physikalisch „Existierende“, z. B. jede (physikalische) Größe, 
ist „experimentell zugänglich‘. 

(B) umfaßt aber (A), und da nun (B) dort nicht vorausgesetzt werden dar, 
darf (A) im dortigen Rahmen jedenfalls nicht stillschweiegnd von vornherein 
als selbstverständlich gelten®). — Also scheidet die Möglichkeit, (A) dort 
stillschweigend (weil selbstverständlich) vorauszusetzen, aus. 

Also enthält — siehe weiter oben — der v. Neumannsche Beweis eine 
Lücke. 

Das Vorhandensein dieser Lücke ließe sich natürlich auch noch auf andere 
Weise ausdrücken. Ihr eigentlicher Kern erscheint dabei physikalisch durch- 
aus wesentlich (sofern physikalisch Wesentliches gegen Kausalität überhaupt 
beweisbar ist). Dies soll nun durch einige Betrachtungen noch weiter plau- 
sibel gemacht werden. — Dabei betrachten wir zuerst einige formale 
derungsmöglichkeiten in der Beweisführung, die zunächst vielleicht geeigne 
erscheinen könnten, jene Lücke zu schließen. Wir werden aber sehen, dal 
ein solches Schließen (hier) nicht in sinnvoller Weise möglich ist. 

1. Möglichkeit: (A) wird ausdrücklich vorausgesetzt; d.h. andere Teil 
gesamtheiten als die experimentell zugänglichen werden grundsätzlich nicht 
als existierend betrachtet. Dann müßte man aber vernünftigerweise gleich- 
zeitig voraussetzen, daß auch andere Größen als die experimentell zugäng- 
lichen nicht als existierend betrachtet werden (schon wegen der dargelegten 


35) Vgl. z.B. (in !)) einiges auf S. 170—172 und Anmerkung 

%*) Dies schon deswegen nicht, weil ja die (oben erwähnten, (B) betreffenden) ver 
borgenen Parameter aufs engste mit den (ebenfalls oben erwähnten, (A) betreffenden) 
Teilgesamtheiten [9] verknüpft sind: Wenn jene (experimentell unzugänglichen) ver 
borgenen Parameter an sich existieren können, dann können auch die [®] an sich ex 
stieren und experimentell unzugänglich sein, d. h. dann gilt auch (A) möglicherweise nicht 
(der vermeintliche Beweis, daß jene verborgenen Parameter nicht existieren, stützt 
sich dort erst auf die Gültigkeit von (A), darf also dort nicht zu seiner Begründung dienen) 
Im übrigen siehe auch noch einmal den letzten Satz von (b). 
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engen Verknüpfungen der „verborgenen Größen“ mit jenen „verborgenen 
Gesamtheiten“ [®]). Damit würde aber der v. Neumannsche Beweis gegen 
die verborgenen Parameter von vornherein gegenstandslos (vgl. das unmittel- 
bar vor (B) Stehende). Wegen der (bereits erwähnten) äußerst engen Ver- 
knüpfung der verborgenen Parameter mit der Kausalität (in der Quanten- 
mechanik und insbesondere im v. Neumannschen Beweis) hieße das aber, 
daß damit der v. Neumannsche Beweis gegen die Kausalität praktisch 
gegenstandslos erschiene. 

2. Möglichkeit: (A) wird nicht vorausgesetzt, sondern abgeleitet. Da 
ist aber schwer zu sagen, wie das geschehen sollte, ohne dabei wieder auf die 
eben erwähnten Diskrepanzen zu stoßen, oder ohne dabei anfechtbare (also 
hier unbrauchbare) Zusatzhypothesen einzuführen”). Aus (d) allein folgt (A) 
natürlich nicht. Aus (B) darf es nicht gefolgert werden, weil (B), wie oben ge- 
sehen, nicht vorausgesetzt werden darf. (A) wäre allerdings wahrscheinlich 
ableitbar aus einem geeignet gefaßten Rahmen der Quantenmechanik heraus, 
der Nicht-Kausalität voraussetzt. Aber diese darf ja noch nicht voraus- 
gesetzt werden, da sie erst bewiesen werden sollte. 

3. Möglichkeit: (A) wird überhaupt nicht als gültig angenommen, 
(5) bleibt nach wie vor in der alten Form aufrechterhalten); der Beweisgang 
wird dann — unter Berücksichtigung von (f) — entsprechend so vereinfacht, 
daß sein Schlußergebnis statt (g) dann etwa lautet: 

(g’). Entweder es gibt keine Kausalität, oder (C) gilt nicht. 

(C). Die quantenmechanischen Grundgesetze gelten in „allen‘‘ Gesamt- 
heiten. 

Jenes (g’) ist nun allerdings richtig®). Da aber (A) nicht als gültig ange- 
nommen werden sollte, sind dabei solche Teilgesamtheitennichtausgeschlossen, 
die experimentell unzugänglich sind; und da nun zumindest in einigen von 
diesen®®) die quantenmechanischen Grundgesetze nicht zu gelten brauchen ®), 
so ist hier offenbar folgende Möglichkeit nicht ausgeschlossen: Es gibt Kau- 
salität; die quantenmechanischen Grundgesetze gelten nicht in allen Teil- 
gesamtheiten (diejenigen, wo sie nicht gelten, sind experimentell unzugänglich); 
es gilt (d). D.h.: (g’) sagt hier gegen Kausalität nichts Wesentliches aus; 
eine praktische Nötigung, Kausalität aufzugeben, würde erst aus der Alter- 
native (g) folgen, nicht aus (g’). Derselbe physikalische Sachverhalt anders 
ausgedrückt: Würde man die Nicht-Gültigkeit von (A) zulassen und unter 
Voraussetzung von (C) durch (g’) Kausalität ausschließen, dann hätte ein 
solcher Ausschluß höchstens dann physikalische Bedeutung, wenn man sich 
hier der Gültigkeit der Voraussetzung (C) kaum entziehen könnte (auch bei 


#) Anfechtbar erscheint z. B. die folgende (in !) an anderer Stelle stehende) Hy- 
pothese: Eine beliebig (aber nicht absolut) genaue Messung von R erlaubt zu entscheiden, 
ob sein Wert > / oder < A ist. Ist nämlich die Meßunsicherheit auch noch so klein (+ u, 
“>0), dann gibt es immer Messungen, bei denen jene Entscheidung nicht möglich ist: 
2. B. eine Messung, bei der der R-Wert = (A + w/2) + u gefunden wurde. Auf Folgerungen 
soll hier nicht eingegangen werden. 

8) Natürlich unter der Voraussetzung, daß keine sonstigen Unstimmigkeiten vor- 


3) Das könnten z. B. die [9] (oder einige davon) sein, die ja, wegen der „verborgenen 
Parameter‘, einen grundsätzlich anderen Charakter haben können. 

“) D.h., ihre Nicht-Gültigkeit ist, rein logisch betrachtet, hier durch nichts ausge- 
schlossen, sie kann auch nicht experimentell widerlegt werden. 
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Vorstellung eventueller Kausalität); das kann man aber ohne weiteres, 
auch bei Gültigkeit von (d), und zwar wegen Zulassung der Nicht-Gültigkeit 
von (A), wie oben gesehen. (Damit hat nichts zu tun, daß bei Voraussetzung 
von Akausalität eine Annahme (C) unter Umständen angebracht sein könnte.) 

4. Möglichkeit: Die Form von (5) wird geändert, indem von vornherein 
alles auf das ‚experimentell Zugängliche‘“ beschränkt wird: insbesondere 
würde dort statt ‚„Teilgesamtheiten‘‘ dann ‚experimentell zugänglichen Teil 
gesamtheiten“ stehen. Damit würde dann das Beweisergebnis höchstens 
etwa lauten: Wenn (d) gilt, dann ist auch eine eventuelle Kausalität dort 
nicht „experimentell zugänglich“. Dazu wäre zu sagen: Erstens ist die „ex- 
perimentelle Zugänglichkeit“ von Kausalität ohnehin zumindest fraglich 
(Kausalität fordert ja einen mindestens beliebig scharfen Einzelwert), und 
man könnte Kausalität schon grundsätzlich (unabhängig von der Gültigkeit 
von (d)) als nicht ‚experimentell zugänglich‘ ansehen. Zweitens wäre jenes 
Beweisergebnis dann auch etwa so ausdrückbar: Wenn (d) gilt, dann sind 
eventuelle kausale Aussagen in den Aussagen über Experimente der Quanten- 
mechanik nicht enthalten, so daß man dort (zur reinen Beschreibung durch- 
geführter oder erst beabsichtigter Experimente) eine eventuelle Kausalität 
gar nicht benötigt. Das braucht aber nicht erst bewiesen zu werden; denn es 
ist trivial. Nämlich: die (hier gemeinte) Kausalität bezieht sich auf die Ver- 
knüpfung von Einzelwerten von Größen des gleichen Systems. Über 
Einzelwerte jedoch sagt eine physikalische Statistik bekanntlich grund- 
sätzlich nichts aus*!), also insbesondere auch nicht die Quantenmechanik; 
also kommt man auch in dem (eben erwähnten) Rahmen der Quantenmechanik 
allein selbstverständlich immer ohne Kausalität aus. 


Sieht man das gesamte Problem nur von dieser letzten Seite her, ist es 
natürlich uninteressant. Interessant und eventuell bedeutungsvoll wird es 
jedoch in Zusammenhang mit der Frage**): Sind kausal-determinierte Pro- 
zesse im einzelnen denkbar, die (etwa in einem umfassenderen Rahmen) bei 
einer Herleitung der quantenmechanischen Statistik verwendbar und dieser 
unterlegbar sind, und zwar logisch widerspruchsfrei®#) ? Dabei würde man 
von einem Beweis gegen die Kausalität erwarten, daß er das Gegenteil zeigt. 
Dies ist hier jedoch nicht der Fall, wie wir oben gesehen haben. 

Weiter ist abschließend zu sagen: Was v. Neumann bewiesen hat, ist die 
interessante Tatsache, daß in der Quantenmechanik die im Sinne 
von (f) aufgefaßten streuenden „einheitlichen Gesamtheiten‘ existieren. Mit 
dieser Existenz jedoch ist keinesfalls bewiesen, daß es keine Kausalität geben 
kann, wenn die Quantenmechanik objektiv-experimentell richtig ist; der 
hierauf bezogene Beweis von v. Neumann enthält eine Lücke. — Es wird 
wohl auch zumindest äußerst schwierig sein, gegen Kausalität und Deter- 
minismus etwas Wesentliches logisch lückenlos zu beweisen — ebenso aller- 
dings wohl auch gegen den Indeterminismus. Welches von beidem (Deter- 
minismus bzw. Indeterminismus) dann, wenn beides möglich ist, physikalisch 
zweckmäßiger ist, ist natürlich eine andere Frage. 


\ 


41) Physikalische Wahrscheinlichkeitsaussagen sind immer nur für „sehr viele“ 
gleichartige Messungen definiert (streng genommen erst für „unendlich viele“). 

42) Vgl. auch einige der weiter oben zitierten Arbeiten. 

43) In diesem Falie würde man nämlich unter Umständen zu zusätzlich-neuen ex- 
perimentellen Fragestellungen oder gar Ergebnissen kommen. 
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Ergänzend ist noch zu bemerken: v. Neumann stellt in seinem Beweis, 
jedenfalls gegen die verborgenen Parameter, nicht nur die (9) entsprechende 
These auf, sondern außerdem auch noch (sinngemäß): Wenn es verborgene 
Parameter gibt, dann gibt es streuungslose Gesamtheiten (z.B. S. 172). 
Hierauf wurde nicht noch eingegangen, weil die Analyse davon im wesentlichen 
wieder auf dasselbe hinausläuft wie die obigen Erörterungen (falls gegen die 
Gültigkeit des genannten Satzes nicht schon von vornherein Bedenken zu 
erheben sind). 


5. Zu der Arbeit von Feyerabend 


Auch Feyerabend?) kritisiert, wie bereits erwähnt, den v. Neumann- 
schen Beweis. Er knüpft dabei an F&önyes!!) an und will zeigen, daß das 
Ergebnis des (man darf vielleicht sagen) mathematischen Kernstücks jenes 
Beweises gar nicht für die Quantentheorie irgendwie charakteristisch ist, 
sondern aus jeder statistischen Theorie folgt, jedenfalls bereits enthalten ist 
im v. Misesschen Kollektivbegriff selbst. Es läßt sich aber zeigen, daß dieser 
Angriff zu Unrecht besteht, und zwar in folgender Weise. 

Das Ergebnis jenes mathematischen Kernstücks ist ein Paar von Sätzen, 
die Feyerabend A und B nennt. Es enthält (unter anderem) wesentlich die 
Aussage, daß es streuende einheitliche Gesamtheiten gibt). Feyerabend 
sagt nun, jene Aussage folge bereits aus dem (im v. Misesschen Kollektiv 
geltenden) ,, Prinzip vom ausgeschlossenen Spielsystem‘“#). Das ist jedoch nicht 
der Fall. Jenes Prinzip sagt nämlich, wenn wir es z. B. auf das Würfeln anwen- 
den, etwa aus: Es ist unmöglich, ein Spielsystem zu finden, nach dem vor dem 
Würfeln über das Würfelergebnis mehr gesagt werden kann, als der Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung dieses Würfels entspricht. Daß man nach dem 
Würfeln die geworfenen Zahlen kennt und daraufhin die gemachten Würfe 
aufteilen kann (z. B. in zwei Reihen verschiedener Zusammensetzung, welchen 
Kollektive mit verschiedener Wahrscheinlichkeitsverteilung entsprechen), 
wird durch die v. Misessche Wahrscheinlichkeitsrechnung selbst**) natürlich 
nicht verbeten. Dem Würfeln entspricht nun aber in der Physik (in diesem 
Falle) das Messen, und das bedeutet hier sinngemäß: Daß man nach dem 
Messen der einzelnen (physikalischen) Systeme (d.h. nach dem Messen der 
betreffenden Größen dort) diese Systeme in zwei Reihen verschiedener Zu- 
sammensetzung, welchen Gesamtheiten mit verschiedener Funktion Erw (R) 
entsprechen, aufteilen kann, wird durch die v. Misessche Wahrscheinlichkeits- 
rechnung allein nicht verboten. Eine solche Aufteilung (Zerlegung) nach dem 
Messen meint aber v. Neumann”), soweit er sich überhaupt die Teilge- 
samtheiten durch experimentell vorgenommene Zerlegungen entstanden vor- 
stellt und nicht nur rein gedanklich gewisse Teilgesamtheiten an sich 
betrachtet. Letzteres aber wird durch die v. Misessche Wahrscheinlich- 
keitsrechnung allein natürlich ebenfalls nicht verboten. Verboten ist durch 
sie hier nur folgendes: Wenn aus einer Gesamtheit eine andere Gesamtheit 


44) Wie in (f) festgestellt, beweist v. Neumann dies unter der Voraussetzung, daß 
als Teilgesamtheiten genau alle die zugelassen werden, in denen die quantenmechanischen 
Grundgesetze gelten. 

45) R. v. Mises, Wahrscheinlichkeit, Statistik und ihre Wahrheit, Berlin 1928. 

“#) Die v. Mises in 16) auf seinen Axiomen I und II unter Einführung seines Kollek- 
tivbegriffs aufgebaut hat. 

47) Das geht z. B. aus S. 161 in !) hervor. PEN u 
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(eine Teilgesamtheit jener) durch „Auswahl ohne Benutzung der 
Merkmalsunterschiede“*) entstanden ist, dann ist es verboten, dab 
beide eine verschiedene Funktion Erw (R%) haben. Eine solche Entstehun; 
jedoch fordert v. Neumann nicht, wie eine Durchsicht seines Beweises zeigt. 
Es ist natürlich zu vermuten, daß die Problematik des Kollektivbegriffs 
an sich auch in den v. Neumannschen Beweis mit hineinspielt; wenn das 
tatsächlich der Fall ist, dann geschieht dies aber in anderer Weise. 


“) Siehei in 16) auf S. 57. (Von der mit jener Begriffsbildung verknüpften Problematik 
sei hier abgesehen.) ,,Merkmalsunterschiede“ der einzelnen (physikalischen) Systeme 
sind Unterschiede der einzelnen Werte der betreffenden Größen dort. 


Berlin-Adlershof, Institut für Optik und Spektroskopie der Deutschen 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 


are Bei der Redaktion eingegangen am 27.Mai 1958. Pa 
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enn das Phasenverschiebungen 
In der statistischen Theorie des Atoms 

utschen 


In dieser Arbeit werden mit Hilfe der Bornschen sowie auch der asympto- 
tischen Wenzel-Kramers-Brillouinschen Näherung geschlossene Formeln 
für die Phasen der kohärenten Streuung von Elektronen am Thomas- 
Fermischen und Hartreeschen Atom abgeleitet und die Resultate tabella- 
risch dargestellt. Für die reduzierte effektive Kernladung Z,/Z werden Nähe- 
rungslösungen von Byatt und anderen Autoren verwendet. Die Thomas- 
Fermische Funktion des freien neutralen Atoms wird hier durch die Nähe- 
rungslösungen von Moliere und Rozental approximiert. 

Die erhaltenen numerischen Resultate zeigen, daß für kleine Nebenquanten- 
zahlen die Bornsche Näherung sich ein wenig von denen der asymptotischen 
Wenzel-Kramers-Brillouinschen Methode unterscheidet. An Genauig- 
keit bleibt für größere Nebenquantenzahlen die asymptotische Wenzel- 
Kramers-Brillouinsche Methode nicht hinter der Bornschen Näherung 
zurück, außerdem liegt es im Wesen dieser beiden Methoden, daß für größere 
Nebenquantenzahlen die Bornsche Näherung in die asymptotische Wenzel- 
Kramers-Brillouinsche übergeht. Es wird weiter gezeigt, wie man die 
relativistische Korrektur für die Phasen in der Bornschen wie auch in der 
Wenzel-Kramers-Brillouinschen Näherung berechnet. Nach Meinung 
des Verfassers sind die numerischen Methoden für die Berechnung der Phasen 
für kleine Nebenquantenzahlen die einzigen Methoden, mit deren Hilfe man 
wirklich zuverlässige Schlüsse über die Güte vorgeschlagener Potentiale 
ziehen kann. Für größere Nebenquantenzahlen kann sowohl die für kleine 
Phasen geltende Formel der Bornschen Näherung als auch die asymptotische 
Wenzel-Kramers-Brillouinsche Methode verwendet werden. 


Wie bekannt!), zeigt die elastische Streuung von langsamen Elektronen 
an Atomen ein gänzlich anderes Bild als die von raschen Eektronen. Während 
nämlich die Streuintensität rascher Elektronen mit wachsendem Streuwinkel 
monoton gegen Null geht, weist die Winkelverteilung der Intensität der an 
Atomen gestreuten langsamen Elektronenstrahlen Maxima und Minima auf. 
Henneberg?) gab eine befriedigende theoretische Erklärung dieser Erschei- 
nung, indem er das streuende Atom statistisch behandelte und für das Poten- 

1) P. Gombäs, Die statistische Theorie des Atoms und ihre Anwendungen. Wien: 


Springer-Verlag (1949). 
2) W. FEN Z. Physik 88, 555 — 
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“tial das ursprüngliche Thomas-Fermische Atompotential benutzte. Für 
die Berechnung der Streuintensität der Elektronen bzw. der totalen Wir. 
_kungsquerschnitte ist die Kenntnis der Phasen von größter Bedeutung. 
In dieser Arbeit berechnen wir die Phasen für Hartreesche und Thomas. 
Fermische Potentiale. Die radiale Schrödinger-Gleichung unseres Pro- 
blems lautet 


& 


On + — U(r) (+ = 0, 


mit (1) 
U(r) =(2m/h?) Vir) und k=mv/h = (2m E/R)':, 


wo E die Energie des einfallenden Elektrons in großer Entfernung vom Kern 
bezeichnet. Für das Potential V(r) ist in der statistischen Theorie des Atoms 
das Atompotential zu setzen. Für V(r) werden folgende Ausdrücke benutzt: 


V(r) = "2 8, /Z) oder V (r) = (ra). (2) 


a he In diesen Formeln ist Z,/Z die reduzierte effektive Kernladung der neutralen 
5 Atome und @ (r/u) die Thomas-Fermische Funktion des freien neutralen 
Atoms. In der letzten Gleichung ist Z die Ordnungszahl des Atoms, und die 
wohlbekannte Konstante u der statistischen Theorie des Atoms ergibt sich 
aus der Formel 


x = r/u = r/0,88534a, (3) 


Die letzte Formel erlaubt uns mit Hilfe des kleinsten Borschen Wasser- 
stoffradius a, und der Ordnungszahl Z die dimensionslose Variable x zu berech- 
nen. In Tab. 1 sind verschiedene Näherungsformeln für die reduzierte effek- 
tive Kernladung*) Z,/Z angegeben ; ferner zwei Approximationen der Thomas- 
 Fermischen Funktion ®(x) des freien neutralen Atoms. 

Die reduzierte effektive Kernladung Z,/Z sowie auch die Thomas-Fermi- u 
sche Funktion ®(x) des freien neutralen Atoms lassen sich durch folgende | no: 
Formeln darstellen: 


9 
Z,/Z bzw. =P(r/u) = mit n=1,2,3. 
ze) 
Die Konstanten a, und 5, sind in Tab. 1 zu finden. Für kleine Phasen n, di 
I kann die Formel der Bornschen Näherung n, (Born) verwendet werden Q 
Yow! f 
Die W.-K. B. -Methode liefert dagegen ab fi 4 
— (1 +3)/ 


= in 3) Insbesondere W. J. Byatt, Physic. Rev. 104, 1298 (1956) wie BE E. Ruark, 
Fe Rev. 57, 62 (1940) und J. Holtzmark, Z. Physik 55, 437 (1929); 66, 49 (1930). 
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Tabelle 1 
Analytische Näherungen fiir Z,/Z und für die Thomas-Fermische Funktion ®(z) 


Atom Z,/Z (mehrgliedrig) 

He 1,25 — 0,25 (Byatt*)) 

Be | e 574 _ 0.48 0,48 (Byatt *)) 
1,25 _ 0,44 + 0,19 (Byatt *)) 
N 1,20 _ 0,32 e** + 0,12 (Byatt *)) 

0 1,25 e _ 0,35 + 0,10 (Byatt *)) 

F e 0,907 = 

Ne e 0,978 2 

0,659 + 0,341 (Ruark ***)) 

K 0,124 e 4. 0,68 4 0,196 (Byatt *)) 
Ca 0,20 e +. 0,56 4 0,24 e°®* (Byatt *)) 

Cr 0,7312 0,781 __ 0,90 e $ 0,20 e 3708 (Byatt*)) 

Fe 0,25 4 0,56 e 4 0,19 (Byatt*)) 

Ln 0,22 e + 0,78 (Byatt*)) 

As 0,295 e 4 0,706 (Byatt*)) 

Br 0,360 4 0,640 (Byatt*)) 

Kr [0,335 + 0,60 + 0,065 77) **) 

0,415 + 0,51 + 0,075 e (Byatt*)) 

0,19 e 2162 4 0,72 e + 0,09 (Byatt*)) 

Hg 0,19 e 0,56 4 0,25 (Byatt*)) 
P(x) (0,35 + 0,55 + 0,1 ****) 

®(z) (0,265 e~ + 0,581 e + 0,164 


*) s. Fußnote *). — **) s. Fußnote *), diese Approximationen enthalten Polarisation- 
korrektur. — ***) s. Fußnote *). — ****) s. Fußnote 10%) (Moliére). — *****) s. Fuß- 
note (Rozental). 


wo r, die kernnahe Nullstelle des ersten und r, die des zweiten Integranden be- 
zeichnet. Für große ! werden die Phasen klein und man kann in diesem Falle 
die beiden Nullstellen einander gleich setzen, r, =r,. Die Entwicklung der 
Quadratwurzel ergibt für die Phasen als asymptotische W.-K.-B.-Formel*) 


ER Ulr)d 

(1+4)/k 
Folgendes Beispiel zeigt, wie sich n, (Born) und n.,ı (W. K. B.) für alle / 


und beliebige k zueinander verhalten. Die Anwendung von (5) auf das einfache 
Potential — a/r* ergibt für n, (Born) 


(7) 


te N; (Born) = — a 


4) Man vergleiche hierzu 2). 


| 
| | 
< 
= 4 
(6) 
pat (8) 
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Für das spezielle Potential — a/r* ergibt sich fiir yq,,(W. K. B.) folgender 


ist 4, (Born)/na.ı (W. K. B.) als Funktion von / dargestellt 

Man sieht, daß für kleine / die Phasen n, (Born) und 7%; (W. K. B.) sich 
ziemlich stark voneinander unterscheiden. 
Die] Schrödingersche-Gleichung 


Ausdruck) 


(W. K. B.) = 


In Tab. 2 


Na, (W. K. B.). 


Tabelle 2 
nı (Born)/n..ı (W. K. B.) als 
Funktion der Nebenquantenzahl 1 


Für große 1 ist n, (Born) = 
(1) für den radialen 


m™ (Born)/na,ı (W. K. B.) 


1,1905 
Vis 1.0889 
1,0519 
ae J 1,0342 
1,0242 
1,0181 
ay fF 1,0105 


Anteil lautet in atomaren Einheiten®) 


d?R, 
dr? (E 


Zuerst berechnen wir die Phasen 7; (Born). Wenn man die Atompotentiale 
(2) und (4) in die Bornsche en n, (Born), Gl. (5), einsetzt, so folgt 


(Born) = 


Die Q, sind die Legendreschen un zweiter Art, welche durch die 
folgenden Beziehungen definiert sind’): 


=> P,(2) In 


formel®) 


+ 1) 
y— 


(2 + 1) Pyı@) = (20+ 1) z —1 Pı-ı() 


5) Man vergleiche hierzu H. S.W. Massey und C. B.O. Mohr, Proc. Roy. Soe. 


London A. 144, 188 (1934). 


8) Den Faktor 2m/h? kann man in atomaren Einheiten, a, und e. folgendermaßen 
a. Die Energie E rechnen wir in dieser Arbeit wie Henneberg in 


ausdrücken: 2/e? a, 
Einheiten e?/2a,. 


ı > 


+1 
P, (t) P, (2) di 


mit 


© 


z—t 


wo P,(z) und P;(t) die Legendreschen Polynome darstellen. Die Rekursions- 


1, 3,3... 


7) J. Meixner, Handbuch der Physik. Bd.1. Springer- Verlag 1956. 


8) Für größere ! haben wir eine asymptotische Formel für; in Gl. (17) dieser Arbeit. 
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erlaubt es, die Legendreschen Polynome P;(z) leicht aus den beiden ersten 
P,(z) = 1 und P,(z) =z zu berechnen. Das Integral in der Gl. (12) ist ein 
Polynom in Z vom Grade / — 1. Tab. 3 gibt einen Vergleich von n, (Born) 
nach Gl. (11) unter Benutzung der Rozentalschen®) und Moliéreschen?) 
Approximation (siehe Tab. 1) der Thomas-Fermischen Funktion des freien 
neutralen Atoms mit den numerischen Werten von Henneberg fiir E = Z? 
und Z = 80. 


Tabelle 3 
Der Vergleich der Phasen 7, (Born) mit den numerischen Werten von Henneberg 
fir H = Z? und Z = 80 


: Theoretische Werte Theoretische Werte _ 

l fiir n, (Born) Gl. (11) für 7, a.) 

h (Rozental) (Moliére) aM 
0 203° 208°40’ 208°20’ 
1 157° | | 152° 
2 129°50’ as 124°48’ :124°38’ 
5 | 87°50’ |, 7; 
6 | 79°40’ 76°10’ 


Tab. 3 zeigt, daß die oben erwähnten Approximationen von Rozental 
und Moliére praktisch dieselben Resultate fiir die Phasen ergeben. Weiter ist 
zu ersehen, daß für größere ! die Annäherung der theoretischen Werte von 
n, (Born) an die numerischen Werte von Henneberg immer besser wird. 
In Tab. 4 haben wir einige Zahlenwerte der Phasen n, (Born) nach Byatt!!) 
für Helium mit den numerischen Resultaten von MeDougall?2) verglichen. 


Tabelle 4 
Vergleich von n, (Born) nach der Bornschen Näherung mit den exakten Werten von 
McDougall im Falle des Heliums für einige Nebenquantenzahlen / 


| 
Exakte Phasen Bornsche 
Volt Phasen 7 von McDougall | Näherung 
Radian | Radian 
16 th 0,070 0,042 
Ne 0,0065 0,0045 
49 th 0,186 0,148 
Na 0,0411 0.0329 
121 (a th 0,272 0,224 
Ne 0,0946 0,0769 
340 0,308 0,274 
| 0,1524 0,1379 
®) S. Rozental, Z. Physik 98, 42 (1935). 
10) G. Moliére, Z. Naturforschg. 2a, 133 (1947). 
1) Man vergleiche hierzu ®). 


12) J. ee Proc. Roy. Soc. London A. 186, 549 (1932). ni 
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Wie zu ersehen, ist die Übereinstimmung von n, (Born) mit den nume- 
rischen Werten besser für größere als für kleinere Energien. Das Einsetzen 
von (2) und (4) in (7) liefert für die Phasen 7, (W. K. B ): 


dine) 


Das Integral, welches in der letzten Formel für %,; (W.K.B.) BEE 
2% läßt sich leicht mit Hilfe der folgenden Integraldarstellung der bekannten 


modifizierten Bessel-Funktion zweiter Art, K,(w,), auswerten®B) 


aff 
= o(2) - ( ) 
i 


Die Werte der Konstanten a; und b,, welche in der Gl. (14) fiir n..ı (W.K.B.) 
vorkommen, sind in Tab. 1 zu finden. Tab. 5 gibt einen Vergleich von 
n, (Born) und 7 (W. K. B.) fir Z = Z* und Z = 80 mit den numerischen 
Werten von Henneberg*). 


Tabelle 5 
Die Phasen n, (Born) und 7,,; (W. K. B.) für die Rozentalsche Approximation der 
Piconen: Fermischen Funktion des freien neutralen Atoms 


| Numerische Werte Theoretische Werte | Theoretische Werte 
| von Henneberg nı (Born) Na,ı (W. K. B.) 


208°40’ 220°48° 
457° 
124°48’ 

111°30’ un 107°04’ 

98° 94°15’ 

87°50’ om 84°18" 


Die oben angeführte Tabelle zeigt, daß die Übereinstimmung recht gut ist. 
Für größere ! geht n, (Born), Gl. (11), in ya, (W. K. B.), Gl. (14), über. 


Na,(W.K.B.)=n, = VE a 


18) J. Bertrand, Traité de calcul différentiel et de calcul integral. Paris. Gauthier- 
Villars (1870), S. 190. 
14) Tabelle für e* K,(x) findet man in G. N. Watson. Theory of Bessel Functions. 
Ae Cambridge. University Press. (1952). 
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Gl. (16) beweist man mit Hilfe der Watsonschen®) Beziehung für die 
Legendreschen Polynome zweiter Art, Q,, BING 


+ 5) tanh & + 29/3 (1 a”) 


wo (€= 0, 1 > 0),8). 
Hierin ist © eine Zahl © < 1. Für größere haere wir das letzte Glied in (17) 


streichen. Setzen wir weiter cosh &; = 1+ 5) ein, so sehen wir, 
u 
daß für entsprechend große Energien E gilt &, ~ sinh &, ~ tanh &, ~ VE , 
7 
Nimmt man dazu noch die Gin. (11) und (14), so erkennt man die Richtigkeit 
der Gl. (16). In Tab. 6 finden wir 7a,: (W. K. B.)/n, (Born) nach der Moliére- 
schen Approximation als Funktion von 1/2 u VE. 
Tabelle 6 


Na,ı (W.K. B.)/n, (Born) nach der Moliéreschen 
Näherungslösung der Thomas-Fermischen Glei- 


chungen als Funktion von 1/,4VE 


~ 


uVE | (W. K. B.)/n, (Born) 


: 


0 
1 
2 
0 
1 
2 
0 
1 
2 
1 
2 


Die Übereinstimmung von 7«,ı (W. K. B.) mit n, (Born) ist für größere 7 
und größere Energien E recht gut. Die Schrödingersche Gl. (11) kann man 


wie bekannt relativistisch korrigieren. Diese relativistischen Korrektur?) 


ergibt sich aus der D.-Gleichung: 


m c? 


worin E, und V, bedeuten: oS 


d? I1(+1)7 


= + ama)! v(1+4,,) (19) 


15) G.N. Watson, Messengr. Math. 47, 151 (1918). 


“) C.A. Hay wood, Proc. Phys. Soc. London 68, 962 — 8. a. J. A. Mami 


u. J. A. Ibers, Physic. Rev. 91, 1182 (1953). 
%) Man vergleiche hierzu ?). 


Se 


| 
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(15) 
ischen a 
| 1,1249 
1,0988 
ion der 0,5 1,0187 
1,0058 
1,0505 
orte 0,1 1,0109 
1,0245 
Fr 0,01 1,0044 
1,0020 
N 
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und V ist das Atompotential, E die Energie des einfallenden Elektrons in 
atomaren Einheiten. Nach gewissen Vereinfachungen läßt sich wie bekannt | 
die relativistisch korrigierte Schrödingersche Gleichung in folgender Form 


schreiben: 
de Id+1) 
)R=0. (20) 

Die relativistischen 7, und die nichtrelativistischen n, stehen in folgen. 
der Beziehung zueinander 


(B) = (1+ (21 


woraus die relativistische Korrektur fiir 4, (Born) und 14,; (W. K. B.) berech. 
net werden kann. Wir sehen, daß die hier dargestellte Methode nicht nur auf 
die Streuung von langsamen Elektronen beschränkt ist, sondern auch auf 
rasche!®) Elektronen anwendbar ist. Für sehr langsame Elektronen ist die hier 
beschriebene Methode der näherungsweisen Lösung der Schrödinger- 
Gleichung (10) nicht zu gebrauchen. 


ar ots 


18) In einer kiirzlich erschienenen Arbeit hat T. Gajewski, Ann. Physik 1, 232 
(1958) die Phasen fiir die Buchdalsche Approximation der Thomas-Fermischen 
Funktion mit Hilfe der asymptotischen W.-K.-B.-Methode bestimmt. 


Löd2 (Polen), Institut für Theoretische Physik der Universität Lödz. 


Bei der Redaktion — am 6. Oktober 1958. a 
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Neuerscheinung: 


Quantentheorie des Atoms 
Von Prof. Dr. A. RUBINOWICZ, Warschau 


Übersetzung nach der 2. polnischen Auflage des Werkes ,,Kwantowa Teoria 
Atomu“. 1959. VII, 486 Seiten mit 38 Figuren im Text. Gr. 8°. Zee 


DM 29.80, Leinen DM 31.80 A 
Dieses Lehrbuch ist aus den !angjährigen Vorlesungen des Verfassers hervorgegangen. Im 
ersten Teil des Buches wird die Entwicklung der älteren Quantentheorie dargestellt. Es 
soll damit dem Leser vor Augen geführt werden, wie zwangsläufig und wie an Momen- 
ten voll dramatischer Spannung die Entwick 'ungsgeschichte der Quantentheorie ge- 
wesen ist. 
Im zweiten Teil werden die Grundlagen und Anwendungen der neuen Quantentheorie 
gebracht. Dem Kapitel II ist ein mathematischer Anhang beigegeben, der die Sommer- 
feldsche Polynommethode zur Lösung der Eigenwertprobleme der Quantentheorie in 
ihrer allgemeinen Fassung darstellt. Die Aufgabensamm!ung am Schluß des Buches hat 
den Zweck, dem Leser die Möglichkeit zu geben, seine Kenntnisse zu überprüfen und 
sich mit ihren Anwendungen vertraut zu machen. Außerdem erhält sie einige spezielle 
im Buchtext nicht berücksichtigte Tatsachen und Uber‘egungen. 
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Wissenschaftliche Selbstbiographie | 
von MAX PLANCK 


3. Auflage, 
34 Seiten m. 1 Bildnis. 1955. 
DIN A5. DM 1.35 


(Bildet: Nr. 5. Lebensdarstellungen 
Deutscher Naturforscher. Herausgegeben 
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Statistik und Physik der Kometen 
‘os Von Dr. NIKOLAUS B. RICHTER he 


Sternwarte der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin in Sonneberg (Thir.) 
VI, 142 Seiten mit 58 Abbildungen im Text. 1954. Gr. 8°. DM 13.40 


Orion: Das Buch’ soll dem Leser einen genauen Bericht über den Stand der heutigen 
Kometenforschung geben. Die beigefügten Tabellen und Diagramme werden jedem, der 
sich mit Kometenforschung ernstlich befassen will, weiter helfen. Der Verfasser hat auBer- 
dem noch einige bisher von-ihm nicht veröffentlichte Ergebnisse mit in das Buch hinein- 
gearbeitet, das durch ein sehr ausführliches En wird. 


Meteorströme __ 
‘Meteoric Currents 
Von Prof. Dr. C. HOFFMEISTER 


Sternwarte der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin in Sonneberg (Thiir.) 
VIII, 286 Seiten mit 109 Abbildungen im Text und 1 Ausklapptafel. Mit Zu- 
sammenfassungen in englischer Sprache. 1948. Gr. 8°. DM 18.—, Hin. DM 20.— 


Astronomische Nac h richten: Die Darstellung folgt im wesentlichen den ver- 
schiedenen Phasen der fortschreitenden Lösung des Problems durch Sammlung von Be- 
obachtungsmaterial und dessen kritische, durch theoretische Betrachtungen geleitete Ver- 
arbeitung. — Insgesamt bietet das Buch eine große Fülle von Originalmaterial, von kri- 
tischen Diskussionen und neuen Ergebnissen. J. Wempe 


Grundtatsachen der sphärischen Astronomie 
Von Prof. Dr. JULIUS DICK 


Wissenschaftlicher Leiter der Sternwarte Berlin-Babelsberg 


IV, 102 Seiten mit 48 Abbildungen im Text. 1956. DIN A 5. 
DM 5.—, Halbleinen DM 6.— 


Mitteilungsblatt der Einstein-Sternwarte: Kann das Buch auf Grund 
der Schärfe der Definitionen und der zwingenden Logik der Deduktion ein Lehrbuch 
für den Studierenden der Naturwissenschaft sein, so bietet es auch dem Nichtmathe- 
A = reichen Gewinn an Wissen, auch wenn er die mathematischen Formeln 
über 


Das Weltall 
Von W. A. AMBARZUMJAN 


Ins Deutsche übertragen von F. Bartels, Wernigerode 
32 Seiten mit 8 Abbildungen auf 4 Tafeln. 1954. DIN A5. DM —.90 
(Bildet : Große Sowjet-Enzyklopädie, ReiheMathematik, Physik, Astronomie, Heft 3) 


Mathematik und Physik in derneuen Schule: Es gibt kaum ein Gebiet, 
bei dem die Entwicklung des menschlichen Denkens von den ersten tastenden Versuchen 
eines Erkennens der Umwelt bis zu unserer wissenschaftlichen Weltanschauung so klar 
zutage tritt wie in der Astronomie. Da die Broschüre leichtverständlich geschrieben ist, 
kann ihr Studium jedem Lehrer (nicht nur jedem Physiklehrer) sowie jedem Oberschüler 
bestens empfohlen werden. Die hier behandelten Fragen gehören zur Allgemeinbildung. 
Herbert Titze 
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